7 | Primitives et calcul intégral

Cahier de calcul : fiches 15 & 19. Banque CCINP : 7.

Primitives

= Exercice 1 0000 === Donner une primitive de f sur I'intervalle I.

1. f(z) =223 — % et I =10, +0].

3. f(z) = % et 1 =10, +o0].
5. f(l):$—% et 1 =10, +o0].

7. f(z)=e"et I =R

9. f(z) = - et I =10, +ool.

11. f(z) = Go12 et I =]1,+0].
13. f(z) =e** et I =R.
15. f(z) =ze™ et I =R,

=z
473 — 3z + 1
17. f(sc)=¢

et [ =]—0,0].

2.

4,

10.

12,

14.
16.

18.

f(x)=3+i—%etfz]—oo,0[.

f(x)=+zet I=1]0,+00].
. flx) = i—ki et 1 =10, +o0].

3

. f(xr) =3x—2e"et I =R.

f(z) = - et [ =]—0,0].

3
fz) = Gr_22 et I =12, +o0.
f(x) =4e%3% et [ =R.

flz) = (z+1)e3e +62—4 ot [ =R,

fx) =

8

et I =10, +o0].

1
xTA/T

- Exercice 2 €000 === O Déterminer une primitive des fonctions suivantes.

1 2 —bx
1. _ 2. >
v 22+x+1 * 1422
r+3
4, ¢

'—)x2—2x+5'

3.

3x + 2

x'—>2x2—4x+3'

— Exercice 3 €000 === @ Calculer, en utilisant I’exponentielle complexe,

1. l’intégrale/ e’ sin(3t) dt;
0

2. une primitive de x — sinzshz.
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— Exercice 4 €000 m—m
Déterminer, sans aucun calcul d’intégrale, une primitive des fonctions suivantes (on
précisera les intervalles maximaux de définition associés).

1 e1/z
1.z ze @ 2. x+— . 3. 1+— .
zvInx x?
1 xT 1 2
4. z —> . LT Lo —(1 .
x e 5. z e 6. = x(no:)
342 1 1‘2
7. c— ze 7. 8. r— —p—. 9. v — ——.
zln*x 1+ a3
sin(2x) 1
10. 2 +— ———F—. 11. z —> tan®z. 12. 20— ——M—M———.
1+ cos?z cos? z4/tan x
13. z+— 1 . 14. z — lnlnx. 15. 2 +— " +7,
T ++/T x
16. mr—>¥ 17. xr—>¥ 18. z — !

r+zln®x VT 4+ Vad zV/1+Inz

— Exercice 5 0000 Soit f € €([0,1],R). Montrer que f posséde une et
1

une seule primitive F sur [0, 1] telle que / F(t)dt = 0.
0

- Exercice 6 eeco == Une fonction qui n’admet pas de primitive
Montrer que la fonction f définie sur R par

f@):{ 1 s%xZO

-1 siz <0,

n’admet pas de primitive sur R.

= Exercice 7 eeco === Primitive d’une fonction non continue
Montrer que la fonction F' définie sur R par

gcgsin1 sizx#0
0 siz =0,

est la primitive sur R d’une fonction non continue.
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Calculs d’intégrales = Exercice 11 ee00 === 9  Calculer les intégrales suivantes.
1. [ costad 2. [ costwsin(3a)d
= Exercice 8 0000 === O  Calculer les intégrales suivantes. ) /0 cos T At ) /0 cos” z sin(3x) dz.
1. 2 +t+1)dt. 2. ——dt. 3. 2z + 1 da.
/2 e 3 1-2t /0 ( S 3) . =  Exercice 12 ecoo === QO  Calculer les intégrales suivantes.
Inb —2 ” 1 1 n
2u
4. /0 (5+4e” —e*) du. 5. / du. 6. /3 wt1 du. 1. / max{e’, 2} dt. 2. / |3t — 1] dt. 3. / ell dt, avec n e N.
- 0 0
4 5
1
4, / sinl | dz. 5. / x|z|da. 6. / [ + I
= Exercice 9 o000 === Calculer les intégrales suivantes, oit n € N. 0 4 -1 2 |z + 1
2
1 Inz
1. /1 (22 + 1)2 dz. 2. /_2 (4— )3 dz. / ——dz. = Exercice 13 0000 === @ Une formule sommatoire pour
tan x
e 2 4 dt
—1 4] . - — ==
4 / dx . 5. / x . 6. e’ + do. 1. Montrer que, pour tout € |—7/2,7/2], /0 T3 T
o3 xlnz 2 0 e*+4zx 3
) V3 2. Etablir, pour tout n € N,
7 / _de 8. / + Inx | dx. 9. / iz
" Jo V1+dz 211 T _ i (D" (_1)n+1/1 Ay
© (In)? o 4 H2k+1 o 1+t2
10. / ~—du. 11. / 3e 2t dg. 12. / dz.
1z 0 1 et -1 n(—1)k 0 l)k -
2 . .
e d 1/2 2 2 2 3. En déduire que lim ce que l’on note = —.
13. / S 14. / S — 15. / (a:—1)(z—a:+3) da. n~+w,§0 2k + 1 4 ;0 2k+1 4
e z(lnx) 1 -2 /2 2
2
e d 1 1/z 1
16. / L 17. / © - da. 18. / 21 + 22 da. _ . o
e zvVinz 2 T 0 Fonction définie par une intégrale
4 2 2
19. / (3 — )" dz. 20. / (3x — 2)" dz. 21. / z(z? —1)" dz.
3 1 1 = Exercice 14 €000 m=m
1
1. Montrer que, pour tout réel x, 'intégrale / e dt existe.
= Exercice 10 €000 mm= .
. . ) 1 a b . 1
1. a. Déterminer deux réels a et b tels que CEDED) = ir + o 2. Btudier la monotonie sur R de la fonction f définie par f(z) = /o e dt.
b. En déduire la valeur de / (t—&—l()iEttZ)
’ 1 a b ¢ = Exercice 15 o000 === [  Soit f une fonction continue sur R. Calculer
2. a. Déterminer trois réels a, b et c tels que m =7 + P—} + et L
4 hm f et lim [ f(zt)dt
4 —0 —0
b. En déduire la valeur de / ———dt. =0 “ 0
3 t(t2—4)
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—— Exercice 16 eeco === [  Soit G la fonction définie sur R% par

x? ¢
G(z) = / °_ar

z t

1. Justifier la définition et la dérivabilité de G.

2. Calculer G’ et en déduire la monotonie de G.

3. Montrer que limG = 0 et limG = —oo0.
+00 0

= Exercice 17 000 mm= &
Etudier la dérivabilité et dériver les fonctions suivantes.

2 3
1. I'—>/ 65 Slntdt. 2. 1"—>/ ——
1 x2 1+t+t2

t

27 .
3. a:»—»/ cos(tx)

Arctant
t

=  Exercice 18 0000 === &  Soit ¢ : 7 +—> / dt définie sur R*.
1/z

Montrer que ¢ est impaire.
Montrer soigneusement que ¢ est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

Montrer que la fonction ¢ : @ — z¢’(z) est constante sur R .

il

En déduire une expression de ¢ sur R%, puis sur R*.

Intégration par parties

= Exercice 10 000 mm= &
A Paide d’une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes.

1 2
1. / ze®dzx. 2. / zlnzdz.
0 1
1 R e
4, / 3 e da. 5. / (Inz)? dz.
0 1

1 1 el/:z:
7./ T 8./ 5 da.
-1 12 T

3. / (x —e)lnzde.
1
2

6. / (2—2x)e "du.
0

1 3
o [
0o (1+x2)

2% dx.
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dt.

= Exercice 20 0000 === [ Calculer les intégrales suivantes.

1 1 e
1. / Arctan z dx. 2. / z(Arctan z)® dz. 3. / (zlnz)*da.
0 0 1

—— Exercice 21 eec0 —— & A l'aide d’intégrations par parties, déterminer une
primitive des fonctions suivantes sur un intervalle & préciser.

3

VI+a?

4. Arcsin.

1. 2— 2. z —> cos(lnx). 3. z— z%Inx, avec a € R.

5. Arctan. 6. x — zchuz.

— EXercice 22 0000 mmm @ Soit P un polynéme de degré n.
Montrer que z — P(z)e” admet une primitive de la forme = — Q(z)e”, avec @ un
polynome de degré n.

= Exercice 23 o000 === [ Intégrales de Wallis Pour tout n € N, on pose

™

Z
In:/ sin™ t dt.
0

1. a. Calculer Ij et I7.
b. En intégrant par parties, exprimer I, en fonction de I,,_».
c. En déduire les expressions de I3, et Is,,1 en fonction de n.
2. a. Montrer que la suite (I,), .y est décroissante et que, pour tout n € N*,
T
nInIn,1 = 5

b. En déduire que hrf I,V2n = /7.
n—-+0o0

= Exercice 24 ¢060 = 9V

1
1. Calculer, pour tout (p,q) e N>, I,, = / 2P(1 —x)?dx.
0

(-}

q
2. En déduire une expression simplifiée de Z (q) ey
p

, pour tout (p,q) € N2.
o \k

=  Exercice 25 000 === Lemme de Riemann-Lebesgue
Soit f une fonction de classe ¢! sur un segment [a,b]. Montrer que

b b
lim / f(t)sin(nt)dt = lim / f(t) cos(nt)dt = 0.

n—+00 n—+0o0
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Changement de variable

— Exercice 26 eeco —
A T’aide d’un changement de variable, calculer les intégrales suivantes.

1 2
dx dx
1. en posant u = e%. 2. —————  en posant u = \/x.

/0 e? +1 P /1 x+ 2y/x P Ve

1
3. / eV®dr en posant u = evVe, en posant u = 4/1 + e®.
0

4 /1 dz
) 0 \/14’61

27 4
dz 11—z
5. en posant u = J/x. 6. / dx en posant u = /x.

/8 1+ ¢z P Ve 1 1+ P Ve

= Exercice 27 0000 mm=
A T'aide d’'un changement de variable, calculer les intégrales suivantes.

1 1
1. / t24/1 — t2dt en posant t = sinf. 2.
-1

en posant = = e

o et+1

5 de > Int 1
3. / en posant xr = sin 6. 4. / 2L dt en posant u = —.
o cosf Lt +1 t

1
dt
5./ ———  _enposant x =Vt2+t+1—t
0o V2 +t+1

© 2¢ % sinZ+t
——  Exercice 28 000 === & On pose[=/ st ot J:/ st
o cos(2t) o

1. Calculer I — J.
2. Calculer I + J en posant x = tant.
3. En déduire I et J.

— Exercice 29 o000 === [ Déterminer, au moyen d'un changement de variable,
une primitive des fonctions suivantes.

1 1
1. — (en posant t = sinf) et — (en posant ¢ = cosf).
cos sin

1 1
2. —et T (en posant u = e'). 3. z+— cos(2Inz) (en posant u = e?).
c s
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= Exercice 30 ese0 === (¥ Primitives par recollement

1. Déterminer les primitives sur R de t —> ———

27
2. Calculer / _—
0

t
On posera u = tan 3
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Indications

Exercice 11. 1l convient de linéariser.

1 1
4, _ 1 2 hd
1. cos*z = 3 cos(4z) + 3 cos(2z) + g
2. cos® zsin(3z) = isin(fm) + %sin(Sx) + isin(m).
Exercice 12. Découper les intégrales a 1’aide de la relation de Chasles.
1
Exercice 13. Pour tout k € N, o / t2* de.
w1 ),
Exercice 22. Récurrence sur le degré de P.
Exercice 24. Commencer par montrer que I, 4 = %Ipﬂﬂ_l.
p
Eléments de réponses
Exercice 1. 1. F(z) = %x4 + 12 Py = 30— 1 + 2% 3. F(z) = 2.
x x
4. F(z) = %;c\/i = %xw_ 5. F(z) = f% - 2\/5, 6. F(z) = 7% + 84/x.
7.F(z) = ¢*. 8.F(z)= gx%zez. 9. F(z) = Inz. 10. F(z) = —4In(—2) = —41nz].
11. F(z) = %1 12, F(a) = o ! 5 13, F(x) = % 2. 18, F(z) = 20 ose.
15. F(z) = %eIZ. 16. F(z) = ¥ #0624 17, F(z) = 4 e ng + In(—a).
—2
18. F(z) = —.
8. F(z) NG
Exercice 2. 1. ¥ Arctan(@). 2. 2 Arctanx — gln(ac2 +1).
3. 5\—f Arctan(v2(z — 1)) + % In(22® — 4z + 3).

4. 2Arctan<%(m - 1)> +

1 2
iln(:v — 2z +5).

. 1
Exercice 3. 1. 1—30(6” +1). 2. z —> §(chxsinx —shzcosz) sur R.

Exercice 4. 1. —% e sur R. 2.2yInz sur 11, +oo[.

4. In(|lnz|) sur |1, +o0o[ ou ]0,1].

3

1 2
7. ——e 3
6 In” x

sur R. 8. o
3

9. %hl}mB + 1| sur ]—o0,—1[ ou

11. —x+tanxsur] 2,2[+k7r k e Z.

13. 2In(1 + /z) sur R¥.
16. Arctan(Inz) sur R¥.

R. Basson — Lycée Fénelon Sainte-Marie —

17. 2 Arctan(/z) sur R¥.

3. —e'/" sur R* ou R¥.
5. 4/1+ 22 sur R. 6. é(lnx)3 sur R*.

sur [0, 1[ ou |1, +oo[

]-1,400[. 10. —In(1 + cos® z) sur R.
12. 2v/tanzx sur ]0,%[ +km, kel
14. In(z) In(Inz) — Inx sur ]1,+0[. 15. ¢ sur R.

18. 24/1 4+ Inx sur ]efl , +oo[.

MPSI

a2
Exercice 8. 1. % 2.%1n271n3. 3.6+%lng. 4.4+5m5 5 =% 6.1+m2
: 1 7 (In2)* -1 2 1
EXerClCe 9. 1. B 2 ﬁ 3. f 4. lng 5 l g*ﬁ 6- ln(e+1) 7. 1.
8. —c’In2. 9.2In3. 10.%. 11. 6(e —+/e). 12.In(e+1). 13.%. 14.§ln2—éln7.
35 1 (-n" 4ntt 1
15. 3% 16.2v3-2. 17.¢%—e. 18. S(2v2-1). 1 20. ———.
5 o5 16-2V2 o e 18 5(2v2-1). 19 T 0 St
3n+1
21, ——.
2(n+1)
. 1 1 In2
Exercice 10. 1.a.a_fg etb_g. ;b Tl
1 1
2.a.a——Zetb—c—§. 2.b.§1n3—§1n5—ln2.
1 3
Exercice 11. 1. 7+3—2 2. ﬁ
Exercice 12. 1. 2In2 +e—2. 2. 6' 3. ¢ ’11. 4.1++/2. 5. g 6.5—2In3+4In2.
e

Exercice 14. 2. f est strictement croissante sur R.
Exercice 15. f(0).

2

. 2¢7% —e™ " V1+4In2
Exercice 16. 2. G'(z) = 28 7% ot G’ change de signe en * 2+ ne
3.limG = —w et im G = 0.
0 +o0
. 5vV6Ina 322 2x
Exercice 17. 1. z — 2ze sur [1,4o0]. 2.z —> — sur R.
1+9[;3+J36 1+ 22424
Exercice 18. 1. Procéder au changement de variable u = —t.
-1 siz>0
2. ¢ (z) = 1 (Arctanx + Arctan l) 2 ! )
T x 7% - siz <O0.
Exercice 19. 1. 1. 2.2In2— % 3. e_%feﬂ. % .e—2. 61+e 2 Te—5e l
In2 1
8.e%2. 9. —~- — -,
¢ 2 4
In2 2 7 1In2 5 2
Exercice 20. 1. = — 22 2 T T W2 3 2 g8 2
xerdt 12 6 4 2 27¢ "7
2 —
Exercice 21. 1.2 +—> = 2\/332 +1lsurR. 2.2+ g(cos(lnw) + sin(lnz)) sur R¥.

3.2 +—>

zot! (Inz)?
a1l <lnx - T
4. v — z Arcsin(z) + V1 — 22 sur |-1,1].
6. z — xshx — chz sur R.
Exercice 23. l.alop =% et I; = 1.
2n)! =

ganpz < g O fane1 =

1
71) siaa#—1 et si @ = —1 sur R¥.

1
5. z — x Arctan(z) — > In(1+ 2”) sur R.

1.bnl, = (n—1)1—2
22nn!2

(2n + 1)!

1.c [Qn =
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_ A —1)* plq!
E 24. 1. et 2. 4 (7 =lpg=7"—"""+
xercice et ,;0 (k) p+k+1 P (p+qg+1)!

- 2+\/§ (m—l)(ﬁ+1)
Exercice 26. 1.In2—In(e+1)+1. 2.21n( 3 ) 3.2. 4.1n<(m4_1)(\/§_1)>-

4 9 2
. -+ —. .1+4In—.
531r13-i—2 6.1+ ln3

Exercice 27. 1. 7. 2.2 In(e+1) +1. 3. 52 4.0. 5. 1n(2\/§;)7+3),

. In(7 + 4v/3
Exercice 28. I—J=%etI+J=n(f\f).
. 1 1+sinz 1 1—coszx
E 2 B 1. > 71 PEre— -z z Z > 71 P EE—
xercice 29 T 5 n(l—sinm) sur] 5 2[—l—Tr et x 3 n(1+cosm> sur
10, 7[ + 7Z. 2.z — 2Arctan(e®) sr R et z+—1In 2” ;1 sur R*.

3.z+—> %(COS(? Inz) + 2sin(2lnx)) sur R%.
Exercice 30. 1. La primitive F sur R qui s’annule en 0 est définie, pour tout n € Z, par
2 1 t 2nm 2
F|](2n,1)ﬂ.,(2n+1)ﬂ[: t —> — Arctan| —=tan = | + —. 2. —.

V3 V3 2] V3 V3
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