3 | Ensembles et applications

Cahier de calcul : 7. Banque CCINP : 7.

Ensembles

= Exercice 1 €000 =
Exhiber des exemples pour illustrer les deux affirmations suivantes.

1. Sous I'hypothése A U B = A u C, on ne peut pas conclure que B = C.
2. Sous I'hypothése A n B = A n C, on ne peut pas conclure que B = C.

— Exercice 2 000 m——
Simplifier les expressions suivantes.

1. An(AuB).
3. An(AUB)n

Soit A, B, C trois parties d’un ensemble F.

2. Au(AnB).
(AuBuUC). 4. AV(AnB)U(AnBnO).

—  EXErcice 3 €000 mmm— Démontrer les affirmations suivantes, ou X, Y et Z
désignent des sous-ensembles d’un ensemble F.

1. SiXcYetY c Z alors X c Z.
XcY — YcX.
SiXcY,alors XnZcYnZetXuZcYuLZ.
X=XnY)u(X\Y).
XnY)n(XnZ)=XnYnZ

(transitivité de 'inclusion)

ok WD

Soit A et B deux ensembles. Etablir les équivalences :

AcB < AuB=B < AnB=A.

- Exercice 4 €000 =

— Exercice 5 000 == O Soit A, B et C trois parties d’un ensemble E.

1. Que valent A\¢¥, A\A et A7

2. Montrer que A\B = A < B\A = B.

3. Montrer que (A\B)\B = A\B.

4. Montrer que (A n B)\C = (A\C) n (B\C).

5. Montrer que (A u B)\C = (A\C) u (B\C).

6. Montrer que (A\B)\C = (A\C)\(B\C) = A\(Bu C).
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m—— Exercice 6 €000 mm—
Montrer que

Soit A, B et C' trois parties d’'un ensemble E.

2. AuB=Bn(C = AcBcC(C.
4, AnB=AuB < A=B.

1. (AnB)\C =
3. A\(BnC) =

(C\B) u
(A\B) v

(A\C).
(A\C).

— Exercice 7 ee0o == (@ Expliciter les ensembles suivants

1. U[—1+i,1—i]. 2. ﬂ] 1—— 1+1[

neN* neN*

— Exercice 8 eocco === O Etudier les inclusions &7/ ¢ & et & o/, ol
€ 1 1
) N .
{k(k +1) } keN* ¢ {“ m }m,neN*

ee{-1,1}
— Exercice 9 0000 mmmm Décrire géométriquement 1’ensemble
D= {(z,y) e R* | 2 + y* < 1}.

Montrer qu’il ne s’agit pas du produit cartésien de deux parties de R.

— Exercice 10 eee0 == Q@ Soit E un ensemble et A et B deux parties de E.
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue X une partie de F,

1. AvX =B. 2. AnX =B.
— Exercice 11 ecoo =—— @ On note F = {1} et F = {1,7}.
1. Détailler Z(FE), Z(F) puis (L (E)).

2. Est-ce que I'un de ces ensembles est inclus dans I'un des autres ?

— Exercice 12 ecoo == @  Soit E = {0, 1, {0}, {0,1}}.
Parmi les propositions suivantes, dites lesquelles sont vraies.
1. {0} e E. 2. {0} e Z(E). 3. {{1}} c E.
4. {0,1} c E. 5. {{0},0} c Z(E). 6. {{0},g} e Z(E).

7. {{1,{0,1}},{0}, E} <« Z(E). 8. {{{0,1}}} € Z(L(E)).
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—  Exercice 13 000 mmmm
1. (VX e Z#(E),
2. (VX e ZE),

Soit A une partie d’un ensemble E. Démontrer que
AuX=FE) = A=E.
AnX=g) = A=0.

Soit A et B deux ensembles.
1. Démontrer que A c B si et seulement si Z(A) ¢ & (B).

2. Que pensez-vous des égalités suivantes 7
a. Z(AnB)=Z(A) n Z(B). P(A) v Z(B).

Si I’égalité est fausse, peut-on la remplacer par une inclusion ?

= Exercice 14 000 mm=

b. #Z(AuB) =

—  Exercice 15 0000 mmmm

Soit E un ensemble, n € N* et Ay, A1, ..., A, des sous-ensembles de E tels que

J=AcAic...c A, =

On pose, pour tout k € [1,n], By = Ag\Ar_1. Montrer que (By,...
partition de F.

,B,) est une

= Exercice 16 e000 === (' Fonctions indicatrices
Soit E' un ensemble et A, B et Aq,..., A, des parties de F.

1. Caractériser a l’aide des fonctions indicatrices les propriétés ensemblistes suivantes :
a. Ac B. b. A et B sont disjoints. c. {44,...,

2. Retrouver a ’aide des fonctions indicatrices :

a. les propriétés de commutativité, d’associativité et de distributivité de I'union
et de l'intersection ;

b. 'équivalence AnB=AuB < A=B.

Applications définies explicitement

= Exercice 17 ecoo === O Soit f I'application de R* dans R définie, pour tout
1
x € R* par f(z) = 2

et I'image réciproque de B par I'application f.

. Dans chacun des cas suivants, déterminer 'image directe de A

1. A=]-1,0[u]0,1[ et B = 2. A=B =

3. A=Z* et B=10,1[.

1-1,1]. -0, 0].

R. Basson — Lycée Fénelon Sainte-Marie — MPSI

A} est une partition de E.

= Exercice 18 o000 === & Soit f I’application de C dans R qui, & tout complexe
z, associe son module. Dans chacun des cas suivants, déterminer I'image directe de A et
I'image réciproque de B par 'application f.

={zeC|3zeR, z=x+2i} e B=[-1,1]
2. A={zeC|3xe[0,1], z=+z+ivi—a} et B=]0,1]
={zeCl|3zeR, z=(1+cosz)+isinz} et B=][1,2]

= Exercice 19 €000 === O Soit f: R — R l'application définie par
2z
1422

a. Soit y € R. Déterminer le nombre d’antécédents de y.

VeeR, f(z)=

b. L’application f est-elle bijective ?
c. Montrer que :  Vze[-1,1], f(z)e[-1,1].
L’application g : [-1,1] — [—1, 1] induite par f est-elle bijective ?

— Exercice 20 €000 =
Soit les fonctions f définies ci-dessous. Montrer que f est une bijection entre des sous-
ensembles de R que 'on précisera et déterminer sa fonction réciproque.

1. f(z) =

2+ 1—3x T
T 2. f(x)=4+5x. 3. f(z) =

1—2a°

= Exercice 21 €000 mm= &
1. Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives?
a. (z,y) — 2y de R? dans R.
b. (z,y) — (1,7 —y,y) de R? dans R3.
c. (z,y) — (2$ +y, 32 — 2y) de R? dans R?.
d. (z,y) — (22 + y,2% + y) de R? dans R2.

2. (000) Entre quelles sous-ensembles maximaux de R? I’application de la question
1.d induit-elle une bijection ?

—  Exercice 22 €000 wmm
On note f l'application n — 2n de N dans N et g 'application de N dans N définie par

n
3 si n est pair,

g(n) = n—1 . . .
2 S1 n est 1mpair.

Etudier 'injectivité et la surjectivité de f et g. Que vaut g o f ? Que faut-il en retenir ?
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Applications abstraites

— Exercice 23 0000 Soit f : E — F une application.

1. Soit (B;);; une famille de parties de F". Montrer que

B () B;

jedJ jedJ

= £7'1B]

jedJ

f—l _ U f_l[B]] et f—l

jeJ

2. Soit (A;); une famille de parties de E. Montrer que

f[U Ai] = JflAal et flﬂ Az] <[ flA]
iel iel iel iel
3. Proposer un exemple pour lequel I'inclusion précédente est stricte.

4. Montrer que cette inclusion est une égalité lorsque f est supposée injective.

—— Exercice 24 €000 ==
Soit F et F' deux ensembles et f : E — F et g : F' —> E deux applications.
On suppose f o go f bijective. Montrer que f et g le sont aussi.

=  Exercice 25 €000 mmm— Soit E un ensemble et f : E — E une application.
On suppose que fo f = f et que f est injective ou surjective. Montrer que f = Idg.

= Exercice 26 0000 === Soit E, F' et G trois ensembles. Soit f : E — F et
g : E — G des applications. Considérons ’application

hiB— F x Gz (f(z), g(x)).

1. Montrer que si f ou g sont injectives, alors h aussi. La réciproque est-elle vraie 7

2. Montrer que si h est surjective, alors f et g aussi. La réciproque est-elle vraie 7

—— Exercice 27 o000 = Soit E un ensemble non vide, A,B € £(E) et f

I’application définie par

P(E)

. —  P(E) x P(E)

(X VA X UB).

1. Montrer que f n’est pas surjective.

2. Montrer que f est injective si et seulement si A n B = (.
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= Exercice 28 eeeo == Caractérisations injectivité/surjectivité
Soit E et F deux ensembles et f e F'F.

1. a. On suppose F NON VIDE. Montrer que f est injective si et seulement si f
admet un inverse a gauche, i.e. il existe g € E¥ tel que go f = Idg.
b. Montrer que f est surjective si et seulement si f admet un inverse a droite,
i.e. il existe g € EF tel que fog = Idp.
2. a. On suppose F NON VIDE. Montrer que f est injective si et seulement si f est
simplifiable a gauche, i.e.

VH, VYhhWeF? foh=foh — h=FH.

b. Montrer que f est surjective si et seulement si f est simplifiable o droite, i.e.

VH, Vh,WeHY, hof=Whof = h=FH.

= Exercice 29 eeeo == Caractérisations injectivité/surjectivité (bis)
Soit E et F deux ensembles et f € FP.
1. a. Pour une partie A de E, comparer A et f~![f[A]]. Faire un dessin!
b. Pour une partie B de F, comparer B et f[ffl[B]]. Faire un dessin!
2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est injective;
(i) vAe 2(B), [fA]] = As
(iii) VA, A e Z(E), f[An A]=f[A] ~ f[A];
(iv) VAe Z(E), flCeA] < Crf[A]
3. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est surjective;
(i) vBe 2(F), f[f[B]] = B;
(i) YAe Z(E), f[CgA] o Crf[A].

4. Montrer que f est bijective si et seulement si

vAe Z(E), [flCpA]=Crf[A]

— Exercice 30 0000 mmm

1. Si une application est injective sur deux parties de son ensemble de définition,
Pest-elle sur leur réunion ?
2. Soit f: E — F une application et (A, ),en une suite de parties de FE, croissante

pour 'inclusion et telle que E = U A,. Montrer que si f|a, est injective, pour

neN
tout n € N, alors f l'est sur F.
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= Exercice 31 o000 === @  Soit f et g deux bijections de Z sur Z. Montrer que
I’application fg n’est pas une bijection de Z sur Z.

—  Exercice 32 0000

1. Soit F un ensemble et f : B — Z(F) une application. Montrer que f n’est pas
surjective. On pourra considérer l'ensemble {x € E | x ¢ f(x)}.

2. En déduire que I'on ne peut pas considérer « I’ensemble de tous les ensembles ».

— Exercice 33 es00 =—— & Mines-Ponts MP 2022
Soit E = {1,...,n} et F = L(F). Montrer qu’il existe une unique bijection g de F
dans F telle que g(F) n F = J, pour tout F € F.
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