= Exercice 3 €000 mmm

2 4 A n a Iyse a Sym ptot i q ue 1. Comparer au voisinage de +00 les fonctions suivantes.

a. 27 et (Inx)”. b. (z°)° et %",
2. Comparer au voisinage de 0 les fonctions suivantes.
a. (e*—1)° et xsinz. b. e/ et 23. c. Inzln(l+2z) et In (%) sin? z.
Cahier de calcul : fiche 27. Banque CCINP : exercice 20. 1 1
. P *
3. Comparer les suites de terme général — et —, avec a, B,y eRx.
. ) . n®In”n n
Petits o, équivalents Exercice 4 seso %
1. Montrer que
. - . . n n
= Exercice 1 o000 === [ FElaguer les expressions suivantes. a. Z L) b. Z Koo~ ol
1 1 1 n—>+00 n—>400
1. ... jw7+27+0 27 + — 4ol — +72. k=1 k=1
n—
) " ) . " ) " " 2. Déterminer un équivalent de ((n + 1) ---(2n))Y/".
2.... = 2+0<2>+3++0(>
20 X x x x . . . )
) ) ) — Exercice 5 eec0 === Soit (uy), -, et (vn),s, deux suites réelles.
3. ... = z+o(@)+zlnz+o(x?Inz) + 22 + o(z?). . = =
z—0 1. Trouver un exemple de suites (un), > €t (vn), s pour lesquelles
1 Inn Inn 1 1 1 1 . U, L
- 4" - il il a. lim — =1 mais lim (u, —v,) #0.
... o= +o< - )+n2+0<n2>+nlnn+o<nlnn>' =1, Jim (uy un)
5 (1) + 7+ o(yD) n2 ( ) b. lirJrrl (up, — vp) = 0, mais lirJrrl £ 1.
... = n+on)+/n+o(y/n)+ — +nlnn+o(nlnn). n—+m n—+% Uy
n—+® Inn 2. a. Montrer I’équivalence
e~ e =  u,—v, = ol).
—  Exercice 2 €000 wmmm n——+0w n—+00
Trouver un équivalent simple des expressions suivantes. b. Trouver un exemple de suites (un)r120 et (vn)n>0 pour lesquelles u.,, e Un,
4 3 2 1 mais pour lesquelles il est faux que e¥» ~ e¥n.
—z3+1 n?In(l+ + p q q _,
. L] en +00. . % en +00. 3. # en +00. . . noto
VT —: 1 |z]” — 4z tan = 3. a. Montrer que si u, e vy, et nl_l)rfg@ U, = +00, alors  Inu, et Inv,.
In(n*+4 — % 1 . i ~
4 ( ) en +o0. g cosz—at o 6. % b. Trouver un exemple de suites (uy), > €t (vn),>o pour lesquelles u,, Bt
n+1 e VI +2 et lirJrrl U, = 1, mais pour lesquelles il est faux que Inu, > Inwv,.
6 1+cosz sinx noe noe
7. 3+eY/" —— en 4. 8. ln(> en 0. 9. en .
n 2 AT .
In(z? + 8 = Exercice 6 €000
10. M en +00. 11. (z+1)* —2% en 0. 12. (cos x)lnx —1en0. 1. Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. A quelle condition a-t-on
x 1+ 9 léquivalent ef ~e9 ?
- - VAtT—y/n (PN 2 : ‘ : : iy = :
13. 1+ 2+ gplte en +0. 14. eV " 15. v/ + V" + "2, 2. a. Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R et a valeurs strictement
en ositives. On suppose que f ~ g et que limg = £ € R, \{1}.
16. In(ch ) + sh®z en 0. 17. Arcsin(e_\/ﬁ). 18. ¢ —e. b ppose que f~g et que limg A\
(22) — ch(32) Montrer que In f ~1Ing.
cos(2x) — ch(3z 1 a
19. en 0. 20. (2n)! —n™. 21, efrecos(l/n) _em/2 cog — &dui & - 2 4 9z
7 + sin® (4y/2) (2n) Jn b. En déduire un équivalent en +co de f(z) = In(z? + 27).
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Analyse asymptotique

= Exercice 7 €600 ===
1. Montrer que la fonction f : x — 2 + Inz est bijective de R% sur R.

2. Détermi li “(y).
éterminer y_l)rfwf (y)

3. En déduire que f~1(y) ~ .
y——+00

4. Montrer que f~'(y) —y ~ —Iny.
y—+00

Applications aux suites et aux fonctions

= Exercice 8 €000 === @ Déterminer les limites suivantes.

22 2—Vz2+4 x* —1
1. ——— en 0. 2. ———  en0. 3.
vV1+az2 -1 zV1l+x—=x x

In(1 2
W‘mo*- 6. (

2 — 22 +1\" zvz? +1
7. | 5———) en+ow. 8. ——— en0. 9.
2 —4r +2 vzt + oz x

4. z(In(1+2) —Inx) en +o0. 5. .

T+ 2

LT
xsin — en +00.

- Exercice 10 o000 == Calcul approché des racines carrées
Soit a > 1. On considére les suites (uy),~q €t (vn),s, définies par

1 +a ¢
=—lu — ) et v, =
2\ ", " u, +4a

. Montrer que les suites (uy),,~q €t (vn),>o sont correctement définies.

Un — /@
Ug = a VneN, U, n \/7

N =

. Exprimer v, 1 en fonction de v,, pour tout n € N.
3. En déduire une expression du terme général de (vy,),,~, puis de (u,)
2"L
-1
2\/a va .
va+1

Cette méthode de calcul des valeurs approchées d’une racine carrée s’appelle la
méthode de Héron ou méthode des Babyloniens. Pourquoi est-elle redoutable ?

n=0°

=y

~

n—-+00

. Etablir I'équivalent u,, — +/a

en 0.
)23: —— Exercice 11 es00 —— Soit pe N, p>2,et 0<a; <...<ap des réels.
en +0o0. »
1. Soit n € N tel que a, < n. Montrer que 1’équation Z ay = n” admet une unique
k=1

solution x,, dans R .

cos(Sx in(3 i écrof
10. T T St oo, 11. . 2(2 ) —en 1. 12. sin(3z) s 2. Montrer que la suite (z,) décroit et converge vers 0.
N+l Az +2 e 2% —e” 3% 1—2cosz 3 . Inp
3. En déduire que z,, ~ ——.
n—+c Inn

13. y/z + /z + /T — \/z en +00.

= Exercice 9
de chacune des suites suivantes données par leur terme général.

2. i+ (Inn)"? +sinn.

5. Vn+1—4/n. 6.

1. n?2 —2n. 3. 27 + n2.

4. /n+1+/n. -
1

sin =
n

0000 === (¥  Donner un équivalent simple et la limite éventuelle

) (n—i— 1)
sin )

= Exercice 12 ee00 === Mines-Ponts MP 2022 Soit pe Net f e €(R;,Ry).

1. Pour tout n € N* montrer qu’il existe un unique a,, € R tel que

/an Aft)+1dt =
0

1
np’

2. Donner un équivalent de a,,.

7. In(1+n)—Inn. 8. In(1+n) +Inn. 9. e
10. U cos e g 1n<"2+1>. 12, 2 23°
en? —1 n(n +1) 2n 4 3n
13. n? —ncosn + 2. 14, 2712_:”. 15. :Lz—l—l(rl_(lvm);;
16. %n’ avec a € R. 17. (W)i&wec a,beR%. 18. <n:r>, avec 7 € N,
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Développements limités

—  Exercice 13 0000 m—m
Calculer les développements limités suivants au voisinage de 0.

1. sin® z cosx a Pordre 5. 2. sin® z a Vordre 7.
@ In(1 + 22
3. ¢ a 'ordre 4. 4, M a 'ordre 5.
2z +1
5. 2% a lordre 2. 6. ln(l -+ a?Q) a lordre 3.
7. 4/1+sinz a l'ordre 3. 8. In(e” + cosx) a l'ordre 2.
3/
9. In(1+ 2+ +/1+x) alordre 3. 10. 1 j—os;z: a lordre 5.
x
In(1
11. w a lordre 4. 12. In(ch(2x)) a lordre 3.
chz
A
13. \/ch(sinz) a 'ordre 3. 14. m a l'ordre 4.
Arcsinx

15. In(1 + sinz) — sin(In(1 + x)) a Vordre 5.

1+ ax

— Exercice 14 000 === O Déterminer (a,b) € R? tel que e® —

= Exercice 15 0000 == @
Calculer les développements limités suivants & ’ordre 2.

Inx

1. \/z en 5. 2. — en 3. 3. ze” en 1.
x

2

x
= Exercice 16 eeco === O Soit f la fonction définie par f(z) =/ d

Donner un développement limité de f en 0 & l'ordre 4.

= Exercice 17 eeco === DL de la tangente en 0
tan(™ ()

. Montrer que
n!

1. Soit x € R\(g + WZ). Pour tout n € N, posons a,, =

n
VneN* (n+1ap1 = Z O Cry— -
k=0
3 2

17
2. En dédui t = =+ =z =7 8).
n deduire que anxmﬂoa:+ 3 +15a: +315sc +0(x)

R. Basson — Lycée Fénelon Sainte-Marie — MPSI

T e «o o(z?).

V1t

= Exercice 18 000 mm=

1. Montrer que, pour tout n € N,
1 S (=1)F 2K\, n
1+xr:0k§0 7 (k>x + o(z™).

2. En déduire le développement limité de la fonction Arcsin au voisinage de 0 & tout
ordre.

i

= Exercice 19 o000 === & DL d’une réciproque
1. On note f la fonction  — = + In(1 + ).
a. Montrer que f est bijective de |—1, +o0[ sur son image, que l'on précisera.
b. Montrer que f~! posséde un développement limité & I’'ordre 3 en 0 et le cal-
culer.

2. On note g la fonction x —> ze®.

a. Montrer que g est bijective de R sur son image, que ’on précisera.
b. Montrer que g~! posséde un développement limité 4 ’ordre 5 en 0 et le calculer.

Applications a la recherche d’équivalents

= Exercice 20 ecoo === Banque d’exercices CCINP 2025 (1)
1. On considére deux suites numeériques (U )n=0 €t (v, )n>o telles que (v,)n=0 est non
nulle & partir d’un certain rang et u,, > Upy-
n——+00

Démontrer que u,, et v, sont de méme signe & partir d’'un certain rang.

2. Déterminer le signe, au voisinage de 'infini, de u,, = sh(%) — tan(%).

—  Exercice 21 0000 m——m
Déterminer des équivalents simples en 0 des fonctions suivantes.

2
1. x— e —e™ %, 2. r— e —cosx.

4 o (YT a7 - YT 22).

3. 2~z + Arctanz — 2sinz.

1 1

(1) sn(d) 6. v — 2% — (sinx)”.

5. z+—

Année 2025-2026


https://www.fenelonsaintemarie.org

Analyse asymptotique

= Exercice 22 0000 ==
Déterminer des équivalents simples des suites de terme général

" 1
1. e—(l—f—l) . 2. q/n(l+4n)—2n—1.
n
—nlnn
3. —2+(2n+1)ln<1+1>. 4. sin(mv/n? +1). 5. — — <1+ 1> .
n n

= Exercice 23 0000 === So0it (uy),, une suite réelle.

U n
Montrer que si uy, = o(4/n), alors (1 + l) ~ elUn,
n—+0o0

n n—+00

Etude locale d’une fonction

= Exercice 24 o000 === & Etudier les limites suivantes.

In(1+z) —sinz

In(222 — 1 1 1

1. lim R st S WS WY
z—0 tanx — x z—1 g/ —1 z—0\ 2  sin
. n n n . ]_/;1:2 . 1 1

4. lim (3\/5 - 2\/3) . 5. lim(cosz) ™" . 6. lim( — — ——|.
n— 400 z—0 -0\ 23 Sl

= Exercice 25 o000 === Soit ¢ € R*. Déterminer la limite en +o0 de

(t + a)1+1/t . t1+1/(t+a)'

= Exercice 26 000 ===
Déterminer

Soit f une fonction de classe €2 au voisinage de 0.

i 1(52) = 3/ (42) + 7f(2) = 5(0)

20 2

= Exercice 27 0000 mm=
On note f la fonction définie par f(0) = 0 et, pour tout z € R%, f(z) = pl+l/z,

1. Etudier la dérivabilité de f sur R,.

2. Montrer que f posséde un développement limité a ’ordre 3 en 1 et le calculer. Qu’en
déduit-on sur le graphe de f 7

R. Basson — Lycée Fénelon Sainte-Marie — MPSI

= Exercice 28 000 === A laide de développements limités, montrer que
e—f])

cos T T

la fonction f : x —> ———— — —— définie sur ]—f , =
! sin(2x) 2x 272

continuité en 0 et que son prolongement est dérivable en 0.

[\{O} est prolongeable par

—  Exercice 29 0000 mmmm
Etudier localement voisinage de 0 les fonctions données par les expressions suivantes.

In1 +z) 2. (chx)l/x. 3. 11 4. ! —l.

5 z—1In(l+ x)
et —1 r et —1" In(l1+z) =z ’ '

1.
e +1

Développements asymptotiques et étude d’asymptotes

— Exercice 30 o000 = Q& Calculer un développement asymptotique

\" 1
1. de (1 + ) a la précision 0<3) au voisinage de +0;
n n

1
2. de Arctanx a la précision 0(2) au voisinage de +00;
x

I o 1
3. (eee) de — Z k! & la précision o — | au voisinage de +c0.
n! = n?

= Exercice 31 o000 === [  Montrer que les fonctions suivantes possédent une
asymptote en +00, dont on donnera l’équation, et étudier la position relative de leur
graphe par rapport a celle-ci au voisinage de +oo0.

r—1 1z

1. f:x—ux 1 2. g:x—(xz+1)e 3. h:izr—— In(e* —e” +1).
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Suites récurrentes et expressions implicites

——  Exercice 32 ee00 === Développement asymptotique d’une suite récurrente
On note (un),~ la suite définie par ug = 0 et upy1 = Vu, + n?, pour tout n € N.

1. Montrer que lim wu, = +o00.
n—+00

2. a. Etablir que, pour tout ne N, n — 1 < u,, < n.
b. En déduire un équivalent de wu,,.

1 . 1 3 1
3. Montrer que u, o™ 5 + o(1) puis que u, pe™ T3 8 + O(n)

= Exercice 33 0060 ===
que

Soit f une fonction de R, dans R, continue telle
fl@) = x—az® + o(z%)
z—0
au voisinage de 0 avec a > 0 et a > 1. On définit une suite (u,),-, par up € Ry et la
relation
VneNju,11 = f(un).
1. Montrer que, pour ug assez petit, la suite est décroissante et converge vers 0 .
2. Soit 8 > 0, on pose

Trouver un équivalent de (z,),,5-

3. En choisissant judicieusement [, trouver un équivalent de la suite (un)nzo-
(On pourra utiliser le théoréeme de Cesaro.)

4. Application : prendre f(x) = sinz.

- Exercice 34 ee0o == Solutions implicites d’une équation
1. Montrer que, pour tout n € N, ’équation tan z = x admet une et une seule solution,

. 70
notée x,,, dans 'intervalle ]'mr ,nm + 5 [

7r
2. Montrer que z,, ~ nm,puis que lim =z, —nTt — = =0.
n—+00 n——400 2
1 s 1

3. En déduire que z, —nr— = ~ ——.

2 n—+40w N

P T 1
4. Chercher un équivalent de z,, — nm — 3 + —.
nm

5. Conclure que

R. Basson — Lycée Fénelon Sainte-Marie — MPSI

- Exercice 35 ee00 == Solutions implicites d’une équation

1. a. Montrer que pour tout n € N* I’équation z — Inxz = n admet une unique
solution dans [1, +oo[ que on note wy,.
b. Montrer que wu,, = n+Inn-+ lnin + O<1nn>'
n—-+ao n n
2. a. Montrer que pour tout n € N*, I’équation £ — Inz = n admet une unique
solution dans ]0, 1] que l'on note wu,,.

b. Montrer que u, = e "+e 2"+ 0(6*2").
n—+00

= Exercice 36 eee0 === Solutions implicites d’une équation  Soit o > e.
1. Montrer que ’équation e* = ax, d’inconnue = dans R, posséde exactement deux
solutions z,, et y, avec Ty < Yq-

2. a. Montrer que y, ~ Ina.
a—+00

b. Déterminer un équivalent simple de y, — In a lorsque « tend vers +oo.

3. a. Etudier la monotonie de la fonction a — =z, sur Je,+oo[ et en déduire

lim z,.
a—+00

b. Déterminer un développement asymptotique de x, & la précision 0<2>
@

lorsque « tend vers +c0.

= Exercice 37 0000 == Q& Mines-Ponts MP 2022
Pour n € N*, on pose f,, : @ —> nz"*! — (n + 1)a™.
1. Pour tout n € N*, montrer que 1’équation f,(z) = 1 posséde une unique solution
z, dans R, .

2. Calculer fn(l + %) En déduire que la suite (z,,),-, est convergente et déterminer
sa limite.

3. On pose u, = n(zy, — 1) et h: . —> e®(x — 1). Montrer que lirJrrlOO h(uy) = 1.

4. Montrer que z,, = 1+2+0(+), o v désigne la solution de 'équation h(x) = 1.
n——+00

n

— Exercice 38 ee0c0 == & Etude d’une fonction implicite (Centrale MP 2022)
2x

1+e%’
1. Etudier les variations de f. On notera « le point en lequel f atteint son maximum.

Soit f définie sur R par z —

2. Montrer que, pour z € |0, «], il existe un unique y € [, +00[ tel que f(x) = f(y).
On pose alors p(z) = y.
3. a. Montrer que I'application ¢ est continue sur |0, a].
b. Déterminer la limite et donner un équivalent de ¢ en 0.
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- Exercice 39 ee00 == Solutions implicites d’une équation
Soit n > 1 et f, la fonction définie par

fulz) = NI SR

r—1 x—2

r—n

1. Pour A € R¥, montrer que I’équation f,(z) = A admet une unique solution dans
|n, +oo[ que 'on notera z,,.

2. Etudier la suite f,(an) pour a > 1.

e

3. En déduire que =z ~ n .
4 "hoto er — 1

— Exercice 40 ee00 =—— Q Une suite implicite (X MP 2022)
k

Soit n = 2. On note P(k,n) = n(l — Z>, pour 0 < k < n.
i=0 n
1. Montrer qu’il existe un plus petit k € [0,n — 1] tel que P(k,n) < % On le note k,,.

2. Montrer que la suite (k) tend vers Uinfini.

n=2

3. Montrer que ky, T o(n).

Divers

—  Exercice 41 €000 Montrer, grace & des développements limités, que les
familles suivantes sont libres dans I'espace RF.

2x

3 2
1. (x»—»eﬂ:r»—»xe%xn—»e"” ) 2. (x»—>ew7x»—>e , L —> e® )

3. (xr—sinz,x— xsinx, T — COST,T —> T COST).

= Exercice 42 0060 === @
Montrer que f(z) = O(x).

x

Soit f : R — R uniformément continue.

= Exercice 43 000 === [ Mines-Ponts MP 2022 Résoudre sur I = |—1,+o[

1
Péquation différentielle xy’ + y = ——. Admet-eHeunesolutionELsurF—2
1+

R. Basson — Lycée Fénelon Sainte-Marie — MPSI

= Exercice 44 0000 = Q& X MP 2022
Trouver les fonctions f de R; dans R au moins dérivables en un point et vérifiant

V(z,y) eRY, flzy) =2f(y) + yf(a).

= Exercice 45 esse = ¢ Factorisation dans ¥ (R, R) (X MP 2022)
Soit f € €*(R,R) telle que f(0) = 0. Montrer qu’il existe g € ¥ (R, R) telle que

VieR, f(t) = tg(t).

= Exercice 46 o000 === [ Soit (F) I’équation différentielle
2zy" —y + 2%y = 0.

1. a. Montrer que les solutions de (E) sur R¥ sont de classe €.
b. Trouver une solution sur R* possédant un développement limité en 0 & tout
ordre ainsi que ses dérivées.
2. En effectuant le changement de variable ¢ = g(ix)?’/ 2 résoudre 'équation (E)
sur R¥ et sur R*.

3. Quelles sont les solutions de (E) sur R?
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Indications
Exercice 30. 2. Exprimer Arctan(z) en fonction de Arctan(2).

Exercice 37. 3. Remarquer que la suite (un)n>1 est bornée. 4. h induit une bijection sur un
intervalle bien choisi.

Exercice 40. 2. Commencer par montrer que (k,)n>2 est monotone.
3. On peut établir que k, < 2|+/n], & partir d’un certain rang.

Exercice 42. Exploiter la définition de la continuité uniforme et un télescopage.

Exercice 44. Si f est dérivable en 0, I’étudier au voisinage de 0. Sinon commencer par montrer
que f est dérivable sur R .

Exercice 45. Prouver par récurrence sur n que le prolongement par continuité de g : © — =)

x
f(n+1)(0)

est de classe € sur R avec g(")(O) =

Eléments de réponses

. 1 1 1 1 1
Exercice 1. 1. =+ 7 ﬁ + 0(5) 2. 14»0 5L‘72 + 0(1‘2> 3. sz rlnx +x + 0(.’K)

2
4. lnn ) 5. n——l—nlnn—i—o(nlnn)
n~>+oo n n~>+oc Inn
2
Exercice 2. 1. \/z. 2.z 3. n—‘ 4, 4lnn' 5. —zlnz. 6. ﬁ(x —-1). 7.4. 8. .
i n 3 4
71 2 % sia <0,
9. ”\F“’. 10. % 1L -zl 12 -525 1304 L sa=o0, 141
T x e
—  sia>0.
32? 13z e™/?
n/2 oL —/n 1-n _ 9 | _
15. 2n™%. 16. 5 17.e7V". 18.e¢ 7" 10. VI 20. (2n)!. 21. 5
H Inx _ T T\T _ z®
Exercice 3. l.a. z T o((Inz)®). 1.b. (z%) T o(ﬂc )
T _1\3 _ . -1/2% _ 3
2.a. (e —1) o o(zsinz). 2.b.e o o(z?).

2.c. In(2”) sin’ z =, o(lnzln(1 + 2)).

o)t~ n

n—+ow ©

Exercice 4. 2. (n+1)---

Exercice 8. 1. 2. 2. —%. 3. —0. 4.1. 5.+0w. 6.¢* 7.¢%2 8.1. 9.7 10.0.

/2

e 1
11. 5 12. —v/3. 13. 5

Exercice 9. 1. u, ~ n? et lim u, = 4+00. 2. u, ~ v/n et lim u, = +o0.
n—+0o0 n— +0o0 n—+0o0 n— +0o0

3.u, ~ 2" et lim wun,=+40. 4u, ~ 2¢/n et lim u, = +o0.
n—+00 n—+0o0 n—+0o0 n—+00
1 .
5. Un n4>+:>o ﬁ et hm Up = 0. 6 Un n~:roo E et nEIiI»loo Unp = 0.

lim w, = +00.

n——+0o0

lim v, =0. 8 u, ~ 2lnn et
n—+00 n—+00

1
7.4 ~ — et
n—+0o 1
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1
lim w, =1. 10. u, — et

9. u, ~ 1 et lim wu, = =
n—-+oo n—-+00 n~>+00 2 n—+0oo
1
11. v, ~ —— e lim u,=0 12.u, ~ -1 et lim u, = —1.
n—+0o0 n n—+0o0 n—-+400 n—+0o0
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