Limites et continuité

16 des fonctions

Cahier de calcul : 7. Banque CCINP : 7.

Calculs directs de limites

0000 === Q& Déterminer les limites suivantes.
1. ﬁ(\/x +1—+x— 1) en +oo.

3. a3+ 22—

- Exercice 1

2. Va3 +x — /23 +1en +w.

\/1 + xm — \/1 —gm
n

Jx3 — 122 en 0. 4. en 0, avec m,n € N.

= Exercice 2 0000 ===  Déterminer les limites suivantes.

1 2
1. z|—| en 0 et en +o0. 2. ————— en +o.
x In(e* +1)
cos(z? + x 5
Q en +00. 4, 2L on oo 5. In(1 +e”) —x en +o0.
2+ 222 +3

xT
6. 111(3372 —4) — ln(2x2 +1) en +o0. 7. <z t ;) en +0o.

: T sin x 2
8. (Inz +sinz)® en +o0. 9. Inz xInlnz en 1. 10. sin(e?) +2€ - Rl en +oo.
xre +
11. (B2 " 12 e R
. 7 en +oo. . (...) m en +OO7 avec Oé,/B,’Y € .
= Exercice 3 000 === [ Déterminer les limites suivantes.
in(3 In(1
1. 1+2)Y"en0. 2. (z—1)*"'en 1. . M n 0. 4. M en 0.
sin(4mx) sin y/x
27 —1 1 1 1
5. — en0. 6. = en 0, avecae R* et e R. 7. ———— — —en 0.
sinx xe—1 z(z+1) =
sinx ¢ —1
8. Tl + 22) — 2 en 0. 9. I en O et en 1, avec a € R.
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= Exercice 4 eeco === Montrer que les fonctions suivantes n’ont pas de limite.

x

=]

1
1. © — sin(cosx) en +o0. 2, z+— sin <:c + > en 0. 3. z+— en +00.
x

|]

4, r+— cos(el/xz) en 0.

Branches infinies

— Exercice 5 €000 mmm—

On considere la fonction f définie sur Dy = R\{1} par
3

f(fﬂ)zm«

1. Etudier la limite de f en 1. En déduire 1’équation d’une asymptote a la courbe de
f-

2. Montrer que la droite A d’équation y = = + 2 est asymptote oblique & Cy en 400
et en —oo. Etudier la position relative de C + par rapport & A.

3. Tracer l'allure de Cy dans un repére orthonormal.
0000 === @ Etudier les branches infinies des fonctions suivantes.

e? —e 7T m—4x +5x+1
et e’ 9— 4x2

2+3w /x—l
_:L’l—)
r—>5 x—l—l

Propriétés du cours

- Exercice 6

1. 2+—

3. z— In(e” +e7%).

= Exercice 7 Soit f,g: D — R deux fonctions, a € D et £, € R.
On suppose que lim f = £ et que lim g = ¢'. Démontrer les résultats suivants du cours :
a a

0000 =———

a. im(f+g)=£+¢; b.limfg=4~0; c81€;£01

\\H
~

- Exercice 8 ee0o0 == Composition a gayche ({une suite par une fonction
Soit I un intervalle, f : I —> R une fonction, £ € I, L € R et (uy,)nen une suite réelle a
valeurs dans I. Démontrer le résultat suivant

Si lm w,=4¢ et silimf(z)=L, alors lim f(u,)=L.

n——+0oo z—L n—-+0oo
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Limites et continuité des fonctions

Fonctions abstraites

- Exercice 9
que

0000 === (@  Déterminer toutes les fonctions f : R* — R telles

< |8

= Exercice 10 €000 == Q&
Déterminer toutes les fonctions f € RR périodiques qui possédent une limite en +oo.

= Exercice 11 €000 ==
Soit f : R — R une fonction bornée sur tout intervalle de longueur 1.

1. On suppose que lirf (flx+1)— f(x)) =0.
T—+00
Soit € > 0 et A > 0 tel que, pour tout x = A, |f(x + 1) — f(z)] < e.

a. Montrer que, pour tout x = A, |f(z) — f(x —n)| < ne, oun = |z — AJ.

M
b. En déduire que, pour tout x > A, on a f(ac)‘ < — +4¢, ou M est un majorant
T x
de |f| sur [A,A+1].
c. Montrer que lim M = 0.
r—+0 T

2. On suppose que lim (f(xz +1) — f(z)) = £ € R. Montrer que lim f@)

r—~400 T—>+0 T

=/.

m——  Exercice 12 eee0 === Soit f: ] —> R, ou I est un intervalle ouvert contenant
0. On suppose que

lim f(z) =0 et lim f@x) = f@) =0.

x—0 x—0 €T

1. Montrer que, pour tout n € N* et x € I\{0},

fa) _ in_n) + an 27 Fp(227F), ol p(z) = J(22) - J(z) f(x)
k=1

x x
2. En déduire que lim @ =0.
z—0 X
27) —
3. Que peut-on dire si lin% f(x)=0 et lin% w =leR?
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=  Exercice 13 0000 mmmm Soit f : R¥ — R une fonction croissante, non
identiquement nulle et telle que, pour tous z,y € R¥,

flzy) = f(x) + f(y).
1. Montrer que Erorolf = 400. Que vaut liénf ?

2. Etudier le signe de f, puis en déduire que f est strictement croissante sur R .

—— Exercice 14 e000 = @
Soit f € €*(R,R) telle que hrfoo(f(m) + f'(z)) = 0. Montrer que lir_{lwf(x) =0.

Continuité

= Exercice 15 eco0 === O  Soit m et p deux réels et f la fonction définie sur

R par
2—-1 siz<0
flz) = mr+p si0<zx<?2
2r —6 siz = 2.

A quelles conditions sur les réels m et p la fonction f est-elle continue sur R ?

—— Exercice 16 ee00 —— &  Etudier la définition et la continuité des fonctions
suivantes ainsi que leurs éventuels prolongements par continuité aux bornes.

1. f(z) =ze ¥/~ 2. f(z) = ﬁlx\ 3. f(z) = (az(lnaz)2 . 1)1/1nm.
4 f@ =5 )= P 6 (eee) ) - CrTr—
7. f(x) = zlimi 8. f(z) = cos(;;) 9. f(z) = |z] + (2 — |z]).

cosx — 1

1
10. f(x) = 22 cos — 11. f(z) = 22

12, f(z) = (~1)l=! (x —|z) - ;)

—  Exercice 17 €000
Montrer que f = g.

Soit f, g € €(R,R) deux fonctions telles que flo= g|o-
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Limites et continuité des fonctions

m——  Exercice 18 €000 mmmm Soit D une partie dense de R et f € €(R,R).
1. Sila restriction f|p est croissante, montrer alors que f est croissante sur R.

2. Le résultat précédent reste-t-il vrai en remplagant « croissante » par « strictement
croissante » 7

— Exercice 19 ¢0e0 = Q¢
Trouver toutes les applications continues de R dans R admettant 1 et /2 pour périodes.

— Exercice 20 eeco == Fonctions lipschitziennes Soit k € R et I un intervalle.
Une application f: I — R est dite k-lipschitzienne sur I lorsque

V(z,y) e I?, |f(x)— f(y)| < klz —yl.

1. Montrer que f est continue sur I.

2. Supposons que k € ]0,1[, que I est un segment et que f[I] < I. On définit la suite
(@n) ey PAr zo € I et, pour tout n € N, x,41 = f(zy).
a. Montrer que f admet un unique point fixe £ € I.
Montrer que, pour tout n € N, |z, — ¢| < k™|xg — |
En déduire que (z,,),,.y converge vers /.

eopo

Déterminer une valeur de n pour laquelle x,, est une valeur approchée de £ &

1073 prés.

3. (eee) Supposons dorénavant que k = 1 que I = [0, 1]. L’objet de cette question est
de montrer que I’ensemble X des points fixes de f est soit vide, soit un segment.
Supposons X non vide.

a. Justifier U'existence de m = inf X et M = sup X.
b. Montrer que m et M appartiennent a X.
c. Conclure.

——  Exercice 21 0000 mmm
Soit f et g deux fonctions de R* sur R vérifiant les propriétés suivantes :
f(z)
x) = ;
g(x) = —
(ii) f est croissante sur R¥ et g est décroissante sur R¥ .

(i) vz eR¥,

Montrer que f et g sont continues sur R% .

=  Exercice 22 0000 = Soit f : [a,b] — R croissante et surjective de [a,b]
sur [f(a), f(b)]. Montrer que f est continue sur [a,b].
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——  Exercice 23 ee00 === Continuité d’une intégrale a paramétre
Soit ¢ € €([0,1],R). On pose

Ve R, f(:c):/o |z — @(t)] dt.

Montrer que f est continue sur R.

- Exercice 24 eee0 = Continuité d’une suite de fonctions
Pour tous n € N* et € R%, on pose

1

on(@) = kz::o (k+1)(k+x)

1
1. a. Pour tout z € R¥, montrer que la suite (4,0”(:13) + ) est décroissante.
n=1

b. Pour tout x € R¥, en déduire que la suite (¢, (x)), oy est convergente.
On notera ¢(z) sa limite.
On définit ainsi sur R% une fonction ¢ : x — ¢(x).

S

2. a. Montrer que, pour tous n € N* et x e R¥, 0 < ¢(z) — pn(z) <
b. En revenant a la définition, montrer que ¢ est continue sur R¥.

On pourra remarquer que, pour tous n € N* et a,z € R¥,

p(x) = pla) = (¢(2) = eu(@)) + (Pn(z) = Pn(a)) + (Pn(a) — p(a)).

= Exercice 25 eeee == Tératologie

1. Fonction de Dirichlet. Montrer que la fonction indicatrice des rationnelle 1g est
discontinue en tout point de R.

2. Fonction de Thomae. Montrer que la fonction T' de Thomae définie sur R par

0 sizé¢Q
1/q sixz=p/qavec parg=1cetq>0,

VeeR, T(z)= {

est continue en tout irrationnel et discontinue en tout rationnel.

= Exercice 26 eee0 === Q& Etudier, du point de vue de la continuité et de la
surjectivité, I'application f : [0,1] — [0, 1] définie par

flt)=tsit¢Q et fO)=1—tsiteQ.

—  Exercice 27 €000 = Q¢
Exhiber une application de [0, 1] dans [0, 1] bijective et discontinue en tout point.
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Equations fonctionnelles

= Exercice 28 0000 === [  Déterminer les fonctions f : R — R continues en
0 telles que, pour tout x € R,  f(2z) = f(z).

= Exercice 29 o000 === [ Déterminer les fonctions f € (R, R) telles que

VeeR, f(2z)-— f(x)=u=z.

—— Exercice 30 ee00 === Q& Equation fonctionnelle de Cauchy
Déterminer les fonctions f € ¢ (R, R) telles que

Ve,yeR,  flz+y) = f(x)+ fy)
= Exercice 31 e000 === Notons A4 = {g e RR } Vx e R, g(acz) = g(;v)}
1. Donner un exemple de fonction non constante appartenant a A.

2. Soit f une fonction de A qui est continue en 0 et en 1. Montrer que, pour tous
zeRY etneN, f(z) = f(xl/Qn). En déduire que f est constante sur R.

— Exercice 32 0000 === Q@ Déterminer les fonctions f € ‘K(R’j,R) telles que

Ve,ye RY,  f(xy) = f(2)f(y).

= Exercice 33 o000 === [ On s’intéresse aux fonctions f € €(R,R) telles que

Ve,yeR, f(2®+ f(y) = f(x)” +v. (%)

1. Soit f € €(R,R) une solution de la relation (*).

a. Montrer que f(—x) € {—f(x), f(x)} pour tout x € R, puis que f est impaire.

f(@?) = f(@)? et fo f(z) =ua.

c. Montrer que f(x +y) = f(z) + f(y) pour tous z,y = 0, puis en déduire la
forme de f.

b. Montrer que pour tout x € R :

2. Déterminer toutes les solutions continues de la relation ().
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Théorémes liés a la continuité

= Exercice 34 €000 ===
Déterminer toutes les fonctions f € € (R, R) telles que f(x)? = 1, pour tout = € R.

— Exercice 35 €000 = @
Soit f € €([0,1],[0,1]). Montrer que f admet un point fixe.

= Exercice 36 €000 === @
Soit f € €(R,R) décroissante. Montrer que f posséde un et un seul point fixe dans R.

—— Exercice 37 000 = Soit I un intervalle et f € €(I,R) une fonction qui
stabilise I. On suppose que f o f posséde un point fixe. Montrer qu’alors f en posséde
un aussi.

= Exercice 38 0000 == Soit f une fonction continue et bijective de [0, 1] sur
[0,1] vérifiant f(0) # 1. Montrer que f(0) = 0.

—— Exercice 39 000 =
Un randonneur parcourt 6 km en une heure. Montrer qu’il existe au moins un intervalle
d’une demi-heure au cours duquel il parcourt exactement 3 km.

m—  Exercice 40 eeco === Le TVI est faux dans Q
On considére la fonction polynomiale f : x — 223 — z + 1.

1. Montrer que f réalise une surjection de R sur R.
2. Déterminer les entiers premiers p tels que 1/p ait un antécédent par f dans Q.

3. Conclure.

—  Exercice 41 €000 mm—
sin x

2. Montrer que la fonction x — e®sine™® est bornée sur R, .

1. Montrer que la fonction z — est bornée sur R¥.
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= Exercice 42 o000 === Soit f:[—1,1] — R une fonction continue.
Pour tout u € R, considérons la fonction g, : £ — ux — f(x) sur [-1,1].

1. Soit u € R. Montrer que g, admet un maximum M (u). On note E,, ’ensemble des
réels de [—1,1] en lesquels g, atteint son maximum.

2. Soit (u,v) e R? et (z,y) € B, x E,. Montrer que

Mu)— M@w) < (u—v)x et M@w)— M) < (v—u)y.

En déduire que | M (v) — M (u)] < |v — ul.

3. Montrer que la fonction M : u+—— M (u) est continue sur R.

= Exercice 43 €000 == Soit f € ¥(R,R) et g : R — R une fonction bornée.
Montrer que f o g et go f sont bornées.

=  Exercice 44 e000 === Soit f: R — R continue.
1. Montrer que si f est périodique, alors elle est bornée.
2. Montrer que si f posséde des limites finies en —o0 et +00, alors elle est bornée.

3. Montrer que si de plus ses limites en —o0 et +00 coincident, alors f posséde un
minimum ou un maximum sur R.

4. Montrer que si lim f = 1+im f = 40, alors f posséde un minimum sur R.
—00 0

—— Exercice 45 0000 == Soit f,g € €([a,b],R).
On suppose que, pour tout z € [a,b], f(z) < g(x). Montrer 'assertion

IA>0, Vxela,b], flz)+X<gx).

=  Exercice 46 0000 mm— Soit f € €(R4,R) surjective. Montrer que, pour tout
y € R, 'équation y = f(x) d’inconnue x € Ry posséde une infinité de solutions.

= Exercice 47 o000 == Q& Mines-Ponts PSI 2019
Déterminer les éléments de R[X] qui commutent avec la fonction cosinus.
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Continuité uniforme, fonctions lipschitziennes

—  Exercice 48 0000 mmm

1. Lasomme de deux fonctions uniformément continues est-elle toujours uniformément
continue ?

2. Le produit de deux fonctions uniformément continues est-il toujours uniformément
continu ? Et si les fonctions sont bornées ?

— Exercice 49 es00 —— @ Caractérisation séquentielle de la continuité uniforme

1. Soit I un intervalle et f € C une fonction. Montrer que f est uniformément continue
sur [ si et seulement si pour toutes suites (2,),> €t (Yn),>, d’éléments de I

Jim (f(an) = f(yn)) =0

Jim (20 —ya) =0 =

2. Les fonctions suivantes sont-elles uniformément continues ?

2

a. Insur J0,1] et [1,+oo[. b. v — z? sur R.

c. z+—> sin(z?) sur R. d. 2+ cosy/z sur R,.

= Exercice 50 eeec === Soit f une application continue sur R, qui admet une
limite finie en +00. Montrer que f est uniformément continue sur R, .

— Exercice 51 eee0 = Q  Montrer qu'une fonction uniformément continue sur
R, est majorée par une fonction affine.

= Exercice 52 o000 === Soit [ un intervalle borné et f : I — C uniformément
continue. Montrer que f est bornée sur I.

—— Exercice 53 eee0 ——  Soit f € (R, C) périodique.
Montrer que f est uniformément continue.

= Exercice 54 eoco === Fonctions lipschitziennes
1. Montrer qu’une combinaison linéaire de fonctions lipschitziennes en est aussi une.

2. Que dire d’un produit de deux fonctions lipschitziennes 7 Et d’une composée ?
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= Exercice 55 eee0 === Module de continuité d’'une fonction
Soit I un intervalle et f : I — C bornée.

1. Justifier pour tout h > 0 la définition du réel :

wy(h) = sup{|f(z) — f()| | z,y € I, |z —y| < h}.

La fonction wy ainsi définie est appelée le module de continuité de f sur I.
2. Que vaut wy(0)?
3. Etudier la monotonie de wy.

4. a. Montrer que wy est sous-additive, i.e. vérifie

Vh,ke Ry, wr(h+k) <wp(h)+ws(k).

b. En déduire que

Vh,Ae Ry, Wf()\h) <A+ 1)(u'f(h).

5. a. Montrer que f est uniformément continue sur I si et seulement si wy est
continue en 0.

b. Grace a la sous-additivité, montrer que si f est uniformément continue sur I,
alors wy est continue sur R, .

Indications
Exercice 1. Utiliser la quantité conjuguée.
Exercice 10. Penser & la caractérisation séquentielle de la limite.

Exercice 14. Poser g(x) = f(z) + f'(z) et exprimer f en fonction de g via notamment une
intégrale qu’il conviendra de découper adroitement.

Exercice 19. Que peut-on dire de la partie Z 4+ +/27Z de R (cf. exercice 11.18).

Exercice 25. Exploiter la densité de Q et R\Q dans R. Pour la continuité de la fonction de
Thomae en les irrationnels, on pourra commencer par établir que si une suite (pn/gn),=

de rationnels irréductibles converge vers un irrationnel, alors (¢n), 5, diverge vers +oo.

Exercice 26. Exploiter la densité de Q et R\Q dans R, en lien avec la caractérisation séquen-
tielle de la continuité.

Exercice 27. S’inspirer de la fonction de I’exercice 26.

Exercice 30. Déterminer f sur Z, puis sur Q.

Exercice 32. On pourra se ramener a g(z + y) = g(z) + g(y).
Exercice 35 et 36. On pourra s’intéresser & z — f(z) — z
Exercice 47. Distinguer des cas selon le degré et penser a dériver.

Exercice 49. 1. Pour le sens réciproque, contraposer et s’inspirer de la preuve du théoréme de
Heine.

Exercice 51. Mettre en ceuvre un télescopage en lien avec la définition de la continuité uni-
forme.
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4. 8. +o0.

Elements de réponses 0 sim>noum=0
Exercice 1. 1. 1. 2.0. 3.2. 4. ! sim=mn#0 )
3 +00 sim < n et m—n pair
pas de limite si m <n et m — n impair.
Exercice 2. 1. 1et 0. 2. 4o et +00. 3.0. 4. M 5.0. 6. lng. 7.
9.0. 10. +oo. 11.1.
Exercice 3. 1.e. 2.1. 3. % 4.0. 5.In2. 7.-1. 8. +oo.
0 sif=0ou(a<0etf>a) sia=0
. En 0 .
1 sia,f>0oua=8<0 sia<0
6. . 9. .
—0 sia>0et <0 ot en 1 sia=0
400 sif<a<O. sia # 0.
Exercice 6. 1.y=1en +0ety=—1len —00. 2.z = i% et —% + 1 en +o0.

3.y=xzen +0wet y=—xen —o0. 4.x:5ety:€’/§enioo.

5.2=—-1,y=2—-zen —wety=2x—2en +00.
Exercices 9 et 10. f est constante.

Exercice 15. (m,p) = (—1/2,-1).

Exercice 16. 1. f € €(R*,R). 2. f € ¢(R*R).
3. fe%(]0, [ 11,40, R), f(0) = f(1) =1. 4. fe€(R*R), f(0)=0.
5. fe€(]-1,0[ u]0,+x[,R), f(0) =1.
6. fe ‘/(]0 al[ ]a2,+oo[ R), avec 0 < a1 < az < 1/2 et f(0) = 0.
7. fe€(R*R), f(0)=0et f(1)=1. 8. fe % (R*R), f(0)=0.
9. fe%(]R,]R). 10. f € ¢(R*,R), f(0) = 0. 11. f € €(R*,R), £(0) f%
12. f € ¢(R,R).

Exercice 19. Ce sont les fonctions constantes.

Exercice 26. La fonction f est surjective et admet 1/2 pour unique point de continuité.

Exercice 27. La fonction x — i i
v+g— o+ 3]

Exercice 28. Fonctions constantes.

Exercice 29. x—— x +a avec a € R.

Exercice 30. Les fonctions linéaires « — ax avec a € R.
Exercice 32. z —— 2, avec a € R, et la fonction nulle.
Exercice 33. Idg.

Exercice 34. f est constante égale 4 1 ou a —1 sur R.

x siz e R\Q
sizeQ

convient.

Exercice 47. 1l s’agit des polyndémes « et X, oil « est I'unique point fixe de cos.
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