23 | Espaces vectoriels de dimension finie

Dans I’ensemble de ce chapitre, K désigne 1'un des corps R ou C. T

Dimension d’un espace vectoriel

La notion de dimension nous est a priori intuitive. Nul n’ignore qu’une droite ou méme une courbe est de dimension
1, qu’un plan ou méme une surface est de dimension 2 et que nous vivons dans un espace a trois dimensions. Il n’est
toutefois pas aisé de donner un sens rigoureux a ces idées courantes, ce qui est le 'objet de cette section : proposer
une définition axiomatique de la dimension et en donner la théorie.

—— Définition 1 — Espace vectoriel de dimension finie

Un K-espace vectoriel E est dit de dimension finie lorsqu’il posséde une partie génératrice FINIE, et de dimension
infinie dans le cas contraire.

Exemple 2 Les espaces vectoriels K" et ., ,(K), avec n,p € N*, et K,[X], avec n € N, sont de dimension finie.

En effet, leurs bases canoniques respectives sont des familles génératrices finies.

Exemple 3 Le K-espace vectoriel K[X] est de dimension infinie.

il Existence de bases en dimension finie

—— Théoréme 4 — Nombre maximal de vecteurs linéairement indépendants

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie engendré par n éléments, alors toute partie libre de E posséde
au plus n éléments.

Démonstration. ... [ |

Aprés ce premier théoréme fondamental, qui affirme que toute famille génératrice a au moins autant d’éléments
que n’'importe quelle famille libre, 1’algorithme de la base incompléte présenté ci-aprés sera notre deuxiéme outil pour
établir I'existence de bases finies en dimension finie.

—— Théoréme 5 — Algorithme de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et (x;), <i<n une famille génératrice de ' dont les p premiers
vecteurs sont linéairement indépendants, avec p < n. L’espace F posséde alors une base constituée des vecteurs
Z1,...,%p et de certains des vecteurs x4 1,...,25 et I'on dispose d’un algorithme, dit de la base incompléte, pour
déterminer de facon effective une telle base.

L’algorithme consiste a compléter peu & peu la famille LIBRE (z1,...,2,) & laide de certains vecteurs parmi
Zp+1,---,Tp, €0 prenant soin de CONSERVER LA LIBERTE A CHAQUE AJOUT. Précisément,
e la variable 2 est initialisée & la valeur (x1,...,x,) — une famille LIBRE;

e pour k décrivant [p + 1,n] : si la famille # augmentée de z; est libre, i.e. si z; n’est pas combinaison
linéaire des éléments de Z#, on remplace & par la famille 8 augmentée de xy,.

Démonstration. Ayant pris soin de conserver la liberté de % a chaque étape de 1’algorithme, la famille 4 finale est libre. Il ne
reste donc plus qu’a établir que cette famille finale % engendre E. Or, (z;),,,, engendrant F, il suffit de montrer que tous les

x), sont combinaisons linéaires des éléments de la famille A, ce qui est clair par construction de cette derniére. |

Remarque 6 L’algorithme de la base incompléte reste valable pour les valeurs n = 0 ou p = 0, pour lesquelles la
famille (z;), ;< est la famille vide (.

t. Tous les résultats énoncés dans ce chapitre demeurent vrais sur un corps K quelconque.
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Exemple 7 La famille ((1,-5,7),(2,6,8)) est une base de F' = Vect((1,-5,7),(2,6,8), (3,1,15), (1,11,1)).

—— Théoréme 8 — Théoréme de la base extraite/incompléte, existence de base finie

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
(i) Théoréme de la base extraite. De toute famille génératrice de E, on peut extraire une base (finie) de E.
(ii) Théoréme de la base incompléte. Toute famille libre de E peut étre complétée en une base (finie) de E.

En particulier, F posséde une base finie.

Ainsi la définition « posséder une famille génératrice finie » des espaces vectoriels de dimension finie équivaut a
« posséder une base finie ».

Démonstration. Le cas E = {Og} est clair et peut étre exclu par la suite.

(i) Soit ¢ une famille génératrice quelconque de E. Par hypothése, E posséde une famille génératrice finie 2. Chaque vecteur
de 2 s’exprime alors comme une combinaison linéaire d’un nombre fini de vecteurs de ¢, par conséquent F est engendré
par une sous-famille finie ¢’ de ¢. 1l suffit alors d’appliquer ’algorithme de la base incompléte & ¢’ et & la famille vide
pour obtenir une base qui comme voulu est une sous-famille de ¥.

(ii) Soit .Z une famille libre de E. Par hypothése E admet une famille génératrice finie, ainsi .Z est finie en vertu du
théoréme 4. Il suffit d’ajouter & .Z les vecteurs d’une famille génératrice finie de F, puis d’appliquer ’algorithme de la
base incompléte. .Z est alors complétée en une base finie de E. -

Dimension d’un espace vectoriel

Il semble raisonnable de vouloir définir la dimension d’un espace vectoriel de dimension finie comme le nombre de
vecteurs de ses bases, soit le nombre de coordonnées nécessaires pour décrire les éléments de cet espace. Mais est-on
assurés que toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension finie ont le méme cardinal 7 Le théoréme suivant répond
positivement & cette question. Il découle pour I'essentiel du théoréme 4 qui affirme que toute famille génératrice a au
moins autant d’éléments que n’importe quelle famille libre.

— Définition-théoréme 9 — Dimension
Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases de E sont finies de méme cardinal et ce cardinal
unique est appelé la dimension de E (sur K) et noté dim E.

Si dim F = 1, on dit que F est une droite (vectorielle), et si dim F = 2, on dit que E est un plan (vectoriel).

Démonstration. D’aprés le théoréme 4, E étant de dimension finie, toutes les familles libres de E sont finies, donc en particulier
ses bases. En outre, E posséde des bases (finies) d’aprés le théoréme 8. Considérons ainsi % une base de E de cardinal n et
' une base de E de cardinal n’. Puisque % engendre E et %’ est libre, on a n’ < n (toujours d’aprés le théoréme 4) et, par
symétrie des roles de & et %', on a aussi n < n’. Finalement n = n'. [ |

Exemple 10

L’espace trivial {Og} est de dimension 0, son unique base étant (.

Le K-espace vectoriel K est de dimension 1, i.e. une droite vectorielle.

Le corps C est un C-espace vectoriel de dimension 1, mais un R-espace vectoriel de dimension 2 (il admet pour
R-base (1,4)). Dans ce contexte, on peut écrire dimg C = 1 et dimg C = 2 pour préciser quel est le corps des
scalaires considéré.

—— Théoréme 11 — Dimension de K", K, [X] et .Z, ,(K)
Pour tous n,pe N*, dimK" =n et dim.#,,(K)=np et, pour tout n € N, dimK,[X]=n+ 1.

Démonstration. 1l suffit de dénombrer les vecteurs des bases canoniques respectives de ces espaces vectoriels. |
Exemple 12 Pour tout intervalle I non vide et non réduit & un point et pour toute fonction a € € (I,K), 'espace des
solutions de ’équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre ¢’ + a(t)y = 0 est de dimension 1.

En effet, il s’agit de la droite vectorielle Vect (t — efA(t))7 ou A est une primitive de a sur I.

R. Basson — Lycée Fénelon Sainte-Marie — MPSI Année 2025-2026


https://www.fenelonsaintemarie.org

Espaces vectoriels de dimension finie

Exemple 13 Pour tous a,b,c € K avec a # 0,

e l'espace des solutions de I’équation différentielle linéaire homogene scalaire du second ordre ay” + by’ + cy = 0
est de dimension 2.
e l'espace des suites vérifiant la relation de récurrence linéaire homogéne du second ordre at,+2 + buny1 + cuy, = 0
est de dimension 2.
En effet, notant P le polynéme caractéristique aX? + bX + ¢ de équation différentielle,
e si P a deux racines distinctes r et s dans K, alors I'espace des solutions est engendrée par la famille (x — €™, 2 — €°%)
formée de deux vecteurs non colinéaires ;
e si P a une racine double r dans K, alors 1’espace des solutions est engendrée par la famille (x — €™, 2 —> xe™) formée
de deux vecteurs non colinéaires ;
e si P a deux racines complexes conjuguées r + iw dans C, alors I’espace des solutions est engendrée par la famille
(z — €™ cos(wz), z —> e"" sin(wzx)) formée de deux vecteurs non colinéaires;
ainsi dans tous les cas ’espace des solutions admet une base de cardinal 2 et est donc un plan vectoriel. On dispose bien str de

résultats analogues pour les suites (cf. exercice 11). .

Exemple 14 Notons .7, (K) lensemble des matrices symétriques et o7, (K) celui des n(n —1) n(n —1)
matrices antisymétriques de ., (K). Ce sont 1a deux sous-espaces vectoriels de .4, (K) ————= 2

nin+1) et dime,(K) = m ’

pour lesquels dim.7,(K) = 5 5

—— Théoréme 15 — Dimension vs cardinal d’une partie libre/génératrice

Dans un K-espace vectoriel de dimension finie n,

(i) toute partie libre posséde au plus n éléments; (ii) toute partie génératrice posséde au moins n éléments.

Démonstration. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors E posséde une base % de cardinal n. Pour toute
partie libre Y de E, sachant que # engendre E, on a déja vu que Y posséde au plus n éléments (cf. théoréme 4). De méme,
pour toute partie génératrice X de F, sachant que £ est libre, & posséde au plus autant d’éléments que X, de sorte que X
posséde au moins n éléments. [

Exemple 16 — Polynéme annulateur non nul  Pour tout A € ., (K), il existe P € K[X] non nul tel que P(A4) = 0.

—— Corollaire 17 — Caractérisation des espaces de dimension infinie
Un K-espace vectoriel E est de dimension infinie si et seulement s’il existe une suite (), oy d’éléments de E

telle que, pour tout n € N, la famille (1)<, est libre.

Démonstration. Le sens réciproque est claire d’aprés le théoréme 15. Pour le sens direct, supposons que E est de dimension
infinie et construisons une telle suite par récurrence sur n.
e FE étant de dimension infinie il n’est pas réduit & {Og} et il existe donc un vecteur non nul zo dans E pour lequel la famille
(z0) est libre.
e Soit n € N. Supposons construit une famille libre (xk)ogksn de vecteurs de E. Puisque E est de dimension infinie,
Vect(2k)g<p<, & F et on peut donc considérer z,,41 € E\ Vect(zx)<p<,,- Par construction de 1, la famille (21))<pcnit
est libre.

—— Théoréme 18 — Caractérisation des bases en dimension finie
Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n. Pour une famille # de n vecteurs s’équivalent :

(i) Z est une base de F; (ii) £ est une famille libre de F; (iii) £ est une famille génératrice de E.

Démonstration. 11 suffit d’établir les implications (ii) = (i) et (iii) = (i) dont les réciproques sont triviales. Si la famille %
de n vecteurs de E est libre (resp. génératrice), on peut la compléter en une base de E d’aprés le théoréme de la base incompléte
(resp. en extraire une base de E d’aprés le théoréme de la base extraite). Par définition de la dimension, le résultat en est dans
les deux cas une famille de n vecteurs, autrement dit 4 elle-méme, qui était donc une base initialement. [ |

X ArTENnTION ! & Ce théoréme ne dit pas que « base = famille libre = famille génératrice » en dimension finie!

Il énonce seulement que cette coincidence est vraie pour les familles qui ont EXACTEMENT AUTANT de vecteurs que la
dimension de I'espace ambiant.
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% En pratique & Pour prouver qu’une famille de vecteurs est une base d’un espace vectoriel de dimension finie
CONNUE, il suffit de vérifier que cette famille compte le bon nombre d’éléments et qu’elle est libre OU génératrice.

Exemple 19 Deux vecteurs non colinéaires d’un plan vectoriel en forment une base.

Exemple 20 La famille ((0,1,2),(1,2,0),(2,0,1)) est une base de K>.

Relations entre les dimensions

»28 Dimension vs isomorphisme

—— Théoréme 21 — Classification des espaces vectoriels de dimension finie
Un K-espace vectoriel est de dimension finie non nulle n si et seulement s’il est isomorphe a K.

Démonstration. ... [ ]

Connaitre la dimension d’un espace vectoriel de dimension finie équivaut a tout savoir de lui, puisqu’il est alors
« identique » & un K™ d’un point de vue purement vectoriel. En résumé, a isomorphisme prés, les seuls K-espaces
vectoriels de dimension finie non nulle sont les espaces K", n décrivant N*.

—— Corollaire 22
Deux K-espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seulement s’ils ont la méme dimension.

Démonstration. La relation « étre isomorphe » est transitive. |

Dimensions de F x F' et A E, F)

L’exemple qui suit éclaire la preuve que nous allons donner du théoréme ci-apreés.

Exemple 23 La famille ((1,0), (X,0), (X2,0),(0,1), (0, X)) est une base de Ry[X] x R [X], obtenue en combinant les
bases canoniques respectives de Ro[X] et R;[X]. Les coordonnées d’un vecteur quelconque (aX 240X +c,dX + e)
dans cette base sout (¢, b, a,e,d).

—— Théoréme 24 — Dimension d’un espace vectoriel produit

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie, alors E x F est de dimension finie et

dim(F x F) = dim F + dim F.

Démonstration. ... [ ]

Remarque 25

e Le résultat précédent se généralise par récurrence au cas d’un nombre fini quelconque d’espaces vectoriels de
dimension finie, avec
dim(E; X -+ x E,) =dimE; + -+« + dim E,.

On retrouve par exemple dimK"™ = ndim K = n.

e Il est important de retenir que I’on obtient une base ((e1,0F),. .., (em,0r),(0g, f1),...,(0g, fn)) de E x F en
combinant des bases respectives (e;)i1<i<m de E et (fj)i<j<n de F.

—— Théoréme 26 — Dimension d’un espace vectoriel d’applications linéaires

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie, alors £ E, F') est de dimension finie et

dim AE,F) =dim E x dim F.

Démonstration. ... ™
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Dimension des sous-espaces vectoriels et de leurs sommes

Théoréme 27 — Dimension d’un sous-espace vectoriel

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors F' est de dimension
finie et dim F' < dim E, avec égalité si et seulement si F' = E.

Démonstration. ... ™

Exemple 28 Dans la mesure ot K est un K-espace vectoriel de dimension 1, ses sous-espaces vectoriels ne peuvent
étre que de dimension 0 ou 1. Par conséquent, K ne posséde que deux sous-espaces vectoriels, a savoir {Ox} et K.

—— Définition 29 — Dimension d’un sous-espace affine

Si % est un sous-espace affine de direction F' d’un K-espace vectoriel, on appelle dimension de % la dimension
de sa direction F'.

Exemple 30 Les droites (resp. plans) affines sont les sous-espaces affines de dimension 1 (resp. 2).

Le théoréme 88 du chapitre 21 affirme que si des parties X et Y engendrent respectivement deux sous-espaces
vectoriels F' et G d’un K-espace vectoriel, alors X U Y engendre la somme F' 4+ G. En revanche, si X et Y sont en
outre libres (et donc des bases respectives de F' et GG), on ne peut rien dire en général quant a la liberté de X v Y.
En effet, les vecteurs de F' n G sont a la fois combinaisons linéaires des vecteurs de X et combinaisons linéaires des
vecteurs de Y. La formule de Grassmann' ci-aprés mesure cette obstruction a I'indépendance linéaire.

—— Théoréme 31 — Formule de Grassmann
Soit E un K-espace vectoriel quelconque. Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de DIMENSION FINIE de F,
alors leur somme F' + G est aussi de dimension finie et précisément

dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F n G).

Démonstration. ... [ |

—— Corollaire 32 — Dimension de la somme directe de deux sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Si F' et G sont de dimension finie et
en somme directe, alors dim(F @ G) = dim F + dim G.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la formule de Grassmann, sachant F' n G = {0g}. [ ]

Comme nous avions annoncé au chapitre 21, nous sommes maintenant en mesure de prouver l'existence de
supplémentaires en dimension finie.

—— Théoréme 33 — Existence de supplémentaires en dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de DIMENSION FINIE et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F' posséde un
supplémentaire dans E et tous les supplémentaires de F' dans F ont la méme dimension, & savoir dim F —dim F'.

Démonstration. ... ™

% En pratique % La preuve du théoréme précédent fournit une méthode pour construire un supplémentaire d’un

sous-espace vectoriel F' d’un K-espace vectoriel E de dimension finie : il suffit de compléter une base (e1,...,e,) de F
en une base (e1,...,€p,€pt1,...,6n) de E, dite base adaptée de E au sous-espace F', un supplémentaire de F' dans E
étant alors donné par Vect(epi1,...,en).

Exemple 34 Déterminons un supplémentaire de F' = {P € R3[X] | P(X + 1) = P(1 — X)} dans R3[X].

t. Hermann Giinther Grassmann (1809 & Stettin — 1877 & Stettin) est un mathématicien allemand et un des fondateurs de la théorie
des espaces vectoriels.
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Théoréme 35 — Caractérisation de la supplémentarité en dimension finie

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Considérons les
trois assertions :

(i) dim F + dim G = dim E; (i) FnG={0p}; (i) F+G=E.

Les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires dans E si et seulement si deux des trois assertions
précédentes sont vraies — la troisiéme 1’étant alors automatiquement.

Démonstration. 11 suffit d’établir que deux des trois assertions entrainent la troisiéme.
o (i) et (i) = (ii7) D’apreés la formule de Grassmann, dim(F + G) = dim E, donc F + G = E.
o (i) et (7i1) = (i1) D’aprés la formule de Grassmann, dim(F n G) = 0, soit F n G = {0g}.
o (i) et (it3) = (¢) Claire d’aprés la formule de Grassmann.

Exemple 36 F = Vect((0,1,0)) et G = {(z,y,2) € R® | x +2y+ 3z =0} sont supplémentaires dans R3.

Exemple 37 Les ensembles %, (K) des matrices symétriques et <7, (K) des matrices antisymétriques sont supplémen-
taires dans ., (K). (Ici on suppose 2 # 0 dans K.)

Rang

W8 Rang d’une famille de vecteurs, d’une application linéaire

—— Définition-théoréme 38 — Rang d’une famille de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel (de dimension quelconque) et z1,...,z, des vecteurs de E. On appelle rang de la
famille (v;),;,,, noté rg(x;), <, la dimension (nécessairement finie) du sous-espace vectoriel Vect(z;),;<,,-

On a toujours rg(w;),;<,, <N, avec égalité si et seulement si la famille (z;),;,, est libre.

Démonstration. Engendré par un nombre fini de vecteurs, Vect(z:);,, est un K-espace vectoriel de dimension finie. Or la
dimension est toujours inférieure au nombre d’éléments de n’importe quelle partie génératrice (théoréme 15), ainsi
rg(m)lsign = dimVect(a:i)lsign < n.

Pour le cas d’égalité, le théoréme 18 affirme qu’en dimension n, une famille de n vecteurs est libre si et seulement si elle est
génératrice. |

Le rang d’une famille finie de vecteurs est le plus grand nombre de vecteurs linéairement indépendant qu’elle
contient (conséquence du théoréme de la base extraite). En particulier, si la famille de vecteurs (x;) contient r
vecteurs linéairement indépendants, alors rg(x;) =

1<isn

1<i<n

Exemple 39 rg((1,1,0),(0,0,1)) =2,  1g((1,1,0),(0,0,1),(1,1,1)) = 2 et rg(X,2X,—X) = 1.

—— Définition 40 — Application linéaire de rang fini, rang

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels (de dimension quelconque) et f € AE, F).
e L’application linéaire f est dite de rang fini lorsque Im f est de dimension finie, et de rang infini sinon.

e Si f est de rang fini, on appelle rang de f, noté rg f, la dimension de Im f.

Les notions de rang d’une famille de vecteurs et de rang d’une application linéaire ne sont heureusement pas sans
rapport. Dans le cas o E est de dimension finie non nulle et admet (e;)1<;<n pour base, f est nécessairement de rang
fini et

rg f = dim(Im f) = dim(Vect(f(ei))KiSn) = rg(f(ei))lsign,
en particulier rg f < dim E et une application linéaire ne peut donc que « contracter » son espace de départ. Cette
inégalité sera précisée par la formule du rang qui est 'objet de la section suivante.

Remarque 41 Si F est de dimension finie, le rang de toute application linéaire f de F dans F est fini et inférieur ou
égal & dim F', avec égalité si et seulement si f est surjective.
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Théoréme 42 — Rang vs composition
Soit E, F, G des K-espaces vectoriels de dimension finie, ainsi que f € AE, F) et g€ AF,G).
(i) Majoration du rang d’une composée. rg(g o f) < min{rg f,rgg}.
(ii) Invariance du rang par composition par un isomorphisme.

e Si g est un isomorphisme de F' sur G, alors rg(go f) =rg f.
e Si f est un isomorphisme de E sur F, alors rg(go f) =rgg.

Démonstration. ... ™

Remarque 43 De fagon générale, le point (i) du théoréme précédent garantit la majoration

Vke[l,r], rg(fiofeo...of) <18 fi

Théoréme du rang

—— Théoréme 44 — Forme géométrique du théoréme du rang

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels (de dimension quelconque) et f € A E, F). Si Ker f posséde un supplé-
mentaire S dans F, alors f induit un isomorphisme de S sur Im f.

Démonstration. ... ™

—— Théoréme 45 — Théoréme (ou Formule) du rang

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f € A E, F). Si E est DE DIMENSION FINIE, alors

dim E = dim(Ker f) + rg(f).
En particulier, rg f < dim E.

Démonstration. ... [ |

Le théoréme du rang indique que ’ Si je connais le noyau, je connais un peu l'image et vice versa.

Notons que 'hypothése « F est de dimension finie » garantit en particulier que Ker f et Im f le sont aussi.

Exemple 46 Soit f : (7,y,2) — (v + 2y — 2,22 — y + 82,2 + y + 2) un endomorphisme de R3.
Alors ((3,—2,—1)) et ((1,2,1),(2,—1,1)) sont des bases respectives de Ker f et Im f.

Exemple 47 Soit n > 1 un entier et A 'endomorphisme de R, [X] défini par A(P) = P(X + 1) — P(X).
Alors ImA =R, [ X].

Exemple 48 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € AE). Si f3 = 0¢(E), alors

rg f + rg(fz) < dim F.

—— Théoréme 49 — Caractérisation des isomorphismes/automorphismes en dimension finie

(i) Soit F et F deux K-espaces vectoriels de MEME DIMENSION FINIE et f € 4 F,F). On dispose alors des

équivalances
f bijective <= f surjective <= f injective.

En particulier, ces équivalences valent pour un endomorphisme en dimension FINIE.
(ii) Soit F un K-espace vectoriel de DIMENSION FINIE et f € Z(FE). On dispose alors des équivalances

feGL(E) <= f estinversible a gauche dans A FE) <= f est inversible & droite dans .Z(F)
ie. dge AE), gof=Idg ie. dge AE), fog=Idg.

Démonstration. ... [ |
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% ArrenTioN ! &  Le théoréme précédent ne dit pas que « bijectif = injectif = surjectif » en algébre linéaire !
Il affirme seulement que ces propriétés se confondent lorsque les espaces vectoriels de départ et d’arrivée ont MEME
DIMENSION FINIE.

Exemple 50 L’application (z,v, z) — (x + y, — + ¥, 2) est un automorphisme de R3.

® ArrEnTION ! ® S le K-espace vectoriel E n’est pas de dimension finie :
e un endomorphisme de F peut étre injectif sans étre surjectif, e.g. application P — X P sur K[X];

e un endomorphisme de F peut étre surjectif sans étre injectif, e.g. la dérivation P — P’ sur K[X].

Formes linéaires et hyperplans

Exemple 51 — Formes linéaires sur K  Soit ¢ € ZK",K) une forme linéaire et (e;)
En posant a; = ¢(e;), pour tout ¢ € [1,n], on a, pour tout (z1,...,z,) € K?,

M n
1<i<n la base canonique de K".

o((@1,...yxn)) = (161 + ...+ Tpen) = z10(€1) + .o + Tpplen) = a121 + ... + ATy
Alnsi ¢ est Uapplication (z1,...,2,) —> a1x1 + ... + apx, et il s'agit 1a de Parchétype d’une forme linéaire sur K™.

Nous allons voir que cette description des formes linéaires se généralise en dimension finie via la notion de formes
coordonnées relativement a une base.

—— Définition-théoréme 52 — Formes coordonnées relativement a une base

Soit E un K-espace vectoriel. On suppose que E posséde une base B = (e;)icr-

Pour tout i € I, 'application qui associe a tout vecteur de E sa coordonnée dans & selon le vecteur e; est une
forme linéaire sur F appelée la i¢ forme coordonnée de E (dans %), notée e.

Il s’agit de l'unique forme linéaire définie sur E par e} (e;) = d; j, pour tout j € I.

Démonstration. ... [ ]

Exemple 53

e Les formes coordonnées de K2 pour sa base canonique sont les applications

(@y,2)—a, (wy2)r—y et (2,92 — =
+00
e Pour tout r € N, la r° formes coordonnées de K[X ] pour sa base canonique est I’application 2 ar X — a,.
k=0

— Définition-théoréme 54 — Base duale des formes coordonnées en dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et % = (e;)1<i<n une base de . La famille (e}), _,,, des formes
coordonnées associée a la base £ est une base du K-espace vectoriel 4 F,K) des formes linéaires de E, appelée
base duale de la base 2.

Démonstration. ... [ |

Ainsi, en dimension finie, les formes linéaires se résument & des combinaisons linéaires des formes coordonnées dans
une base fixée de I'espace de départ.

Expression d’une forme linéaire dans une base. Soit (e;),;,, une base de E et ¢ une forme linéaire sur E. Posons,
pour tout i € [1,n], a; = p(e;), alors, pour tout vecteur z de E de coordonnées (z;);,,, dans la base (€;); <, <,

n n n
p(r) = @(Z $i€i> = Z zip(ei) = Z aiTs,
i=1 i=1 i=1

n
autrement dit ¢ = Z a;e; et ¢ envoie tout vecteur de F sur une certaine combinaison linéaire de ses coordonnées,
toujours avec les mémles coefficients — qui dépendent tout de méme de la base choisie pour ’espace de départ !
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Exemple 55 Soit ¢ une forme linéaire sur K, [X]. En posant p = cp(Xk), pour tout k € [0, n], ¢ est I'application

Z aka —> 2 Praf.
k=0 k=0
Par exemple, la forme linéaire d’évaluation P — P(2) de R3[X] est I'application

asX? + asX? + a1 X + ag — 8as + 4as + 2a1 + ag.

Définition 56 — Hyperplan (affine)

Soit E un K-espace vectoriel.
e On appelle hyperplan de E tout noyau d’une forme linéaire NON NULLE de E.
e On appelle hyperplan affine de E tout sous-espace affine de F dont la direction est un hyperplan de E.

Le noyau de la forme linéaire nulle z — 0 de E est ’espace E tout entier. On précise donc « non nulle » dans la
définition pour éviter que E lui-méme soit un hyperplan. En particulier, d’aprés ce qui vient d’étre dit au sujet des
formes linéaires en dimension finie,

. . . Ensemble d’écrit par une équation linéaire non
En dimension finie : Hyperplan = ) -
nulle sur les coordonnées dans une base fixée.

Exemple 57

e Le plan vectoriel de R? d’équation 2z + 3 — z = 0 est un hyperplan de R?, en tant que noyau de la forme linéaire
non nulle (z,y,2) — 2z +y — z.

e L’ensmble H = {P € R3[X] | P’(1) + P(0) = 0} est un hyperplan de R3[X], en tant que noyau de la forme linéaire
non nulle P — P’(1)+P(0). Par ailleurs, en introduisant a, b, ¢, d les coefficients de P: P = aX3?+bX?+cX +d,
H est décrit par I’équation 3a + 2b+ ¢+ d = 0.

e L’ensemble {f € €*(R,R) | f(0) = f(0)} est un hyperplan de * (R, R), en tant que noyau de la forme linéaire
non nulle f — f(0) — f/(0).

—— Théoréme 58 — Caractérisation géométrique des hyperplans
Soit F un K-espace vectoriel et H un sous-espace vectoriel de E. Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) H est un hyperplan de E. (ii) H est supplémentaire d’une droite de E.

En particulier, si E est de dimension finie non nulle, les hyperplans de E sont exactement ses sous-espaces
vectoriels de dimension dim E — 1.

Démonstration. ... [ |

Exemple 59

e En dimension 3, les hyperplans sont les sous-espaces de dimension 2, i.e. les plans vectoriels, ce qui explique
l'origine de la terminologie.

e En dimension 2, les hyperplans sont les sous-espaces de dimension 1, i.e. les droites vectorielles.

Exemple 60

e Pour tout n € N, pour une simple raison de dimension, K,[X] est un hyperplan de K,,11[X] et K™ x {0} un
hyperplan de K"*!. On pourrait aussi remarquer que K" x {0} est le noyau de la forme linéaire non nulle
(Ti)1<icni1 T Tnt1 SUr K™

e L’ensemble {(x, y,z,t) e R4 | 2c4+y=2z+ t} est un hyperplan de R?, i.e. un sous-espace vectoriel de dimension
4 — 1 = 3, en tant que noyau de la forme linéaire non nulle (z,y, 2,t) —> 20 +y — z — t.

e L’ensemble {P € Ry[X]| P(0) = P(1)} est un hyperplan de R4[X], i.e. un sous-espace vectoriel de dimension
5 —1 =4, en tant que noyau de la forme linéaire non nulle P — P(0) — P(1).
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Remarque 61 Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle.

e Tout sous-espace vectoriel F' de E distinct de E est inclus dans un hyperplan. C’est clair si F est trivial. Sinon,
on peut compléter une base (eq,...,e,) de F en une base (eq,...,e,) de E et I'hyperplan Vect(es,...,en—1)
répond a la question, puisque p < n par hypothése.

e Si un sous-espace vectoriel F' de E contient strictement un hyperplan de E, alors il est égal & E, dans la mesure
ol sa dimension est strictement supérieure & n — 1 et donc égale a n.

—— Théoréme 62 — Comparaison des équations d’un hyperplan

Soit E un K-espace vectoriel et H un hyperplan de F. Si ¢ et ¢ sont deux formes linéaires non nulles de £ dont
H est le noyau, alors il existe un scalaire A NON NUL tel que ¢ = Ap.

Démonstration. ... [ |

Il n’existe donc essentiellement qu'une seule équation d’un hyperplan, toutes les équations étant proportionnelles
entre elles. Ce résultat nous était déja familier en géomeétrie : les plans d’équations respectives x +y + 2z =0 et
2x + 2y + 4z = 0 sont évidemment un seul et méme plan et ce plan n’admet pas d’équation (cartésienne) fondamen-
talement différente.

—— Théoréme 63 — Intersection d’hyperplans
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle et r € [1,n].
(i) L’intersection de r hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension AU MOINS 1 — 7.

(ii) Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — r est l'intersection d’exactement r hyperplans de E.

Démonstration. ... [ |

Dans I’espace R3, il est de notoriété publique qu’une équation cartésienne décrit un plan et que deux telles équations,
pour peu qu’elles ne soient pas proportionnelles, décrivent une droite.

L’idée sous-jacente du théoréme précédent est que dans un systéme linéaire chaque équation occasionne POTEN-
TIELLEMENT la perte d’une dimension pour ’espace des solutions par rapport au nombre total d’inconnues. Pourquoi
potentiellement 7 Parce que certaines équations peuvent étre redondante, i.e. combinaison linéaire des autres, et ne
pas compter réellement. Par exemple, le systéme linéaire

r +y—2z2=0
2z —y+ 2z =0
3x -2 =0

d’inconnue (x,y, 2) € R? décrit une droite et non un point de R3, car la troisiéme équation n’est autre que la somme
des deux premiéres. De fagon générale, un systéme linéaire homogeéne de r équations (les hyperplans) a n inconnues
(les solutions vivent dans E' = K" de dimension n) a un espace de solutions de dimension supérieure ou égale & n —r,
i.e. s’exprimant & l'aide d’au moins n — r variables libres.
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Compétences a acqueérir

Mise en ceuvre de l'algorithme de la base incompléte : exercice 2.

Déterminer la dimension d’un espace vectoriel : exercices 3 a 5, 10 et 12.

Montrer qu’une famille est une base via un argument de dimension : exercices 6, 7, 11 et 50.
Montrer que deux espaces vectoriels sont isomorphes : exercices 10 et 11.

Calculer la dimension d’une somme : exercices 18, 19 et 55.

Montrer que des sous-espaces vectoriels sont en somme directe/supplémentaires via un argument de dimension :
exercices 20 et 21.

Déterminer le rang d’une famille de vecteurs : exercices 25 a 24.

Utiliser le théoréme du rang : exercices 26 & 29, 35 & 38 et 47.

Quelques résultats classiques :

Dimension des espaces de solutions des équations différentielles linéaires homogénes (exemples 12 et 13).
Dimension de .7, (K) et 7,(K) (exemple 14).

Existence d’un polyndéme annulateur non trivial pour toute matrice carrée (exemple 16).
Image de endomorphisme P — P(X + 1) — P(X) de R, [X] (exemple 47).

Preuve du théoréme de structure pour les suites récurrentes linéaires d’ordre 2 (exercice 11).
Polynomes laissant stable Z (exercices 14 et 15).

L’inverse d’une matrice est un polynéme en cette matrice (exercice 28).

Majoration de l'indice de nilpotence d’un endomorphisme nilpotent (exercice 40).

En dimension finie, les endomorphismes localement nilpotents sont nilpotents (exercice 40).
« Inégalité triangulaire » pour le rang (exercice 41).

Rang et composition (exercice 42 questions 1 et 2.a).

Noyaux itérés et décomposition de Fitting (exercices 47 et 48).

Surjectivité des formes linéaires non nulles (exercice 49).
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